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摘要

混凝土材料是重大工程建设中的主导性建筑材料，复杂的组成成分和材料

结构使得其在外部作用下的物理力学行为异常复杂。在考虑动力荷载对工程结

构的作用时，还需要合理地考虑加载速率对混凝土非线性行为的影响。本文将

混凝土在外力作用下的行为概括为随机性、非线性和率敏感性三个基本特征，

从细观角度考察混凝土损伤产生和演化的物理机理，结合多尺度理论探索宏观

损伤演化规律对混凝土本构关系模型进行了较为系统的研究。

本论文的主要内容包括：

1. 考虑率敏感效应的宏观连续介质损伤模型研究。基于不可逆热力学框架和

内变量理论，阐述了混凝土多维本构关系的基本框架，分别在损伤子空间

与塑性子空间讨论了内变量的演化规律。其中，在损伤子空间中重点讨

论了双标量损伤模型及其损伤演化规律，类比Perzyna假说，建立了率相

关损伤演化方程；在塑性子空间中，以有效应力空间塑性力学为基础，利

用Perzyna方法研究了粘塑性内变量演化法则。基于所建立的模型，很好

地预测了混凝土的动力强度提高系数。在此基础上，讨论了本构关系数值

算法（回映算法）的基本思路，建立了同时考虑损伤和塑性的混凝土本构

关系数值求解基本过程。最后，结合经验损伤演化方程，对钢筋混凝土结

构在静力和动力作用下的非线性行为进行了数值模拟，验证了本文方法的

正确性。

2. 细观随机断裂模型研究。为了考察材料细观结构对宏观尺度行为的影响，

在课题组此前研究的基础上，本文用细观弹脆性元件反映混凝土材料的细

观断裂，将混凝土模拟为串、并联弹脆性元件的集合，并以这样一个抽象

理论模型的随机内力重分布过程描述混凝土宏观损伤的随机演化过程。通

过引入能量等效应变的概念，建立了一维损伤与多维损伤的联系桥梁，并

与前述连续损伤模型结合，发展了随机弹塑性损伤本构关系模型。模型结

果与实验结果的对比，验证了本文方法的正确性和有效性。同时，本文通

过引入细观元件的滞回特性，对上述模型进行拓展，建立了考虑损伤滞回

性能的本构关系模型。
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3. 数值多尺度损伤模型的研究。损伤产生的物理原因是材料细观微裂缝的扩

展。现有的损伤力学理论体系并没有具象地给出由微观裂缝的演化得到宏

观损伤演化的方法。在本论文的研究中，基于经典多尺度理论，推导得到

了多尺度能量表示定理，以能量作为媒介，建立了细观结构变化与宏观性

能之间的关系；进而，初步提出了多尺度损伤表示理论。在细观数值模拟

的基础上，得到了宏观损伤演化的数值解，对脆性材料结构的尺寸效应与

数值模拟的网格敏感性进行了讨论。

4. 动力断裂和动力损伤物理机制的探索。动力作用下材料损伤断裂的产生和

发展异常复杂。本文首先回顾了断裂动力学的经典理论和结果，阐述了动

力作用下裂缝动态开展的极限速度表达式。然后转向动态断裂的数值模拟

方法研究，对经典的内聚单元模型进行改进，引入非均匀内聚单元分布以

描述材料的细观非均匀性，通过精细的数值模拟，得到了动态断裂裂纹分

叉、端部应力场和裂纹扩展极限速度等结果。在此基础上，探讨了动态断

裂产生和发展的物理机理，为动力损伤的精细化物理研究奠定了基础。

本文的创新主要体现在以下几个方面：

1. 混凝土材料率敏感性的合理描述。从率相关损伤演化和粘塑性两个方面同

时考虑混凝土材料的率敏感性，前者控制动力效应对混凝土应力的影响，

而后者控制动力效应对混凝土变形的影响，所建立的动力非线性演化方程

与静力非线性演化方程有着良好的相容性。还推导得出了单轴加载条件下

混凝土动态强度提高的解析公式，该公式表达简单，与实验结果有着良好

的一致性。相关研究形成的学术论文已经被《力学学报》接收。

2. 混凝土随机性、非线性及其耦合作用的建模。非线性与随机性，是混凝土

本构关系的两个基本特征。本文将混凝土的细观断裂应变描述为随机场，

定量精确求解了宏观损伤演化的均值和方差。通过引入能量等效应变观

念，建立了损伤演化从细观到宏观、从一维到多维的桥梁。相关成果已经

发表于International Journal of Solids and Structures。在进一步的研究中，通

过考虑细观单元的滞回效应，建立了考虑材料滞回性的混凝土损伤本构关

系，研究论文已被International Journal of Non-Linear Mechanics接收。

3. 基于能量标度的多尺度损伤表示理论。采用多尺度的视角考察损伤，是损

伤理论发展的必然趋势。本文选取能量作为传递媒介，基于多尺度理论

建立了多尺度能量传递定理，将宏观损伤变量及其演化表示为细观尺度
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的能量积分，为进一步研究混凝土的随机损伤本构关系奠定了基础。本

部分相关成果已发表于《中国科学物理力学天文学》（SCIENCE CHINA

Physics, Mechanics & Astronomy）。

4. 细观动态断裂的初步研究。本文改进了经典内聚单元方法，通过引入随机

性单元分布，建立了精细的数值分析模型，用以模拟固体的动态断裂过

程。数值模拟结果初步揭示了动力荷载作用下固体内裂缝开展的规律，并

为进一步开展固体率敏感效应的细观物理研究奠定了基础。

关键词：混凝土，本构关系，损伤力学，随机性，多尺度

III

任
晓
丹
博
士
学
位
论
文



Tongji University Doctor of Philosophy Abstract

Abstract

Concrete, which is the most widely used material for significant structures, is of

rather complicated behaviors especially under dynamic loadings. Hence, the structural

design and analysis should be equipped with appropriate considerations of dynamic

structural and material performances. The proposed thesis suggests that the dynamic

property of concrete is composed of randomness, nonlinearity and rate-dependency.

And the physical mechanism of each aspect should be adequately investigated in micro-

scale. By further development of multi-scale approaches, the constitutive framework

of concrete is proposed with the information obtained from micro-scale.

The major works of the present thesis are summarized as follows:

1. A general framework of dynamic behaviors of concrete is proposed considering

the rate-dependencies of both damage evolution and plasticity. The continuum

damage framework is firstly development based on the thermodynamical theory

and the nonlinear evolutions are discussed in damage sub-space and plastic sub-

space respectively. The bi-scalar damage model is discussed in the damage sub-

space with corresponding Perzyna’s type extension. In the plastic sub-space, the

effective stress based plastic theory is introduced and meanwhile its Perzyna’s

type dynamic extension is also proposed. Combining with the empirical dam-

age evolution equations, reinforced concrete structures are numerically simu-

lated based on the proposed plastic damage model. The agreement between the

simulated results and the experimental data shows the validation of the present

model.

2. The microscopic stochastic rupture model (MSRM) is investigated in the present

thesis. According to this model, the material behaviors in macro-level could be

described by a series of micro-elements linked in parallel. The nucleation and

propagation of micro-cracks are represented by the rupture of micro-elements.

The bridge between the two scales is the randomness of the rupture strain of the

micro-elements. The damage evolutions in the forms of mean value and stan-
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dard derivation are derived based on the stochastic rupture model. And then the

stochastic damage model in multi-dimension is developed by combining the con-

tinuum plastic damage framework with microscopic stochastic rupture model.

The agreement between the simulated results and experimental data indicates the

validity and reliability of the present model. Lastly, an extension of the MSRM

is proposed by considering the softening hysteretic behaviors of concrete in both

micro and macro levels.

3. The micro-cracks informed damage evolution is developed with the help of nu-

merical methods. As we known, damage evolution is induced by the micro-

cracks in micro-level. However, damage evolution functions adopted in the

continuum damage model are seldom calculated from the propagation of micro-

cracks. The present work proposes the energy equivalence relationship between

micro and macro scales, which serves as an energy bridging vehicle between

damaged continuum and cracked microstructure. Several classes of damage evo-

lutions are obtained by this energy bridging method. The size effect of the micro-

cracks informed damage law is characterized through the unit cell analysis, and

the proper scaling of the characterized damage evolution functions to eliminate

the mesh dependency continuum solution is introduced.

4. The preliminary explorations of dynamic damage and fracture carried out in the

present work reveal the physical mechanisms of the material rate-dependencies.

The classic results of fracture dynamics are firstly reviewed with the well-known

conclusion that the upper limit of the crack propagation velocity is predicted to

be the Rayleigh wave speed of solids. The numerical approaches for dynamic

crack propagation are discussed including the molecular dynamics (MD) and

cohesive element method (CEM). By introducing the random discretization, we

propose the enhanced CEM to simulate the fracture of solids under dynamic

loading. The numerical simulations indicates some characteristics of dynamic

fracture and damage, e.g. the micro-crack branching, the oscillation of crack-tip

field and the limit of crack velocity. And the physical reasons of the material

rate-sensitivies are discussed based on the numerical results.

The novelties of the proposed thesis could be expressed by the following aspects:
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1. Appropriate representation of rate-dependencies

The Perzyna’s type extensions are considered in both damage sub-space and plas-

tic sub-space respectively. The predicted stress-strain curves subjected to differ-

ent loading rates agree well with the experimental results throughout the com-

plete loading process. The dynamic increase factor (DIF) of uniaxial strength

is analytically solved in the present work. And the experimental data could be

well reproduced by the concisely expressed analytical solution with two material

parameters. One of the research papers on this theme has been accepted by Acta

Mechanica Sinica.

2. Modeling of randomness, nonlinearity and their coupling

The randomness and the nonlinearity, which are two essential features of con-

crete, are modeled by the microscopic stochastic rupture model in a uniform

way. The random field of rupture strains in micro-scale is introduced to consider

the material damage in a stochastic approach. And the macroscopic damage evo-

lution is solved by the parallel system in the senses of mean value and standard

derivation. One of our papers on this topic was published on International Jour-

nal of Solids and Structures. And the extension of this work which considers

the hysteresis for micro-elements has been accepted by International Journal of

Non-Linear Mechanics.

3. Energy based multi-scale damage representation

In the present work, we propose Helmholtz free energy as the inter-scale bridg-

ing vehicle and develop the energy bridging theorem. Then the damage evolution

curves for the continuum damage model could be informed by the crack propa-

gations in micro-level through energy approach. The author has published one

paper on SCIENCE CHINA Physics, Mechanics & Astronomy.

4. Preliminary investigation on dynamic damage and fracture

By proposing the stochastic cohesive element model, the dynamic fracture of

solid is investigated numerically. The simulating results enhance our understand-

ing of dynamics fracture to some extent and provide a background for the further

exploration on this topic.

Key words: concrete, constitutive law, damage mechanics, randomness, multi-scale
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第 1章 绪论

第第第 1章章章 绪绪绪论论论

20世纪90年代以来，伴随着国民经济的起飞，我国的基础设施建设发展迅

速。而近年来，基础设施建设的发展又表现出了由量变到质变的转化，三峡工

程、西气东输、南水北调、京沪高铁等一大批集中了大量人力物力并凝结着我

国最高技术水平的重大工程集中涌现出来。由于其在国民经济中所起的支撑性

作用，重大工程结构的破坏往往会引起巨大的直接和间接经济损失。这就使得

对于重大工程的设计和分析不应该再延续传统工程设计中简单粗略的路线，而

应该结合物理、力学、材料等相关学科的最新的研究成果，精细考虑结构的损

伤发展和破坏过程，以期能够精确地模拟和预测结构在外部作用下的表现，实

现工程结构的精细化设计，将经济风险和社会风险降到最低。

在我国的重大工程建设中，混凝土作为一种主导性建筑材料，发挥着基础

性作用。然而与重大工程结构繁荣兴旺的背景相比较，混凝土科学和混凝土结

构学的研究，明显赶不上发展的需要。一些关键的科学与技术问题，至今仍然

处于悬而未决的困难境地。尽管国内外的学者在过去的数十年中付出了大量的

努力，然而，由于混凝土的高度复杂性，使得多数开始应用的研究成果只能达

到差强人意的地步。对于混凝土力学行为的预测与控制，还远远没有达到从必

然王国走向自由王国的境界。如何正确地反映混凝土的受力力学行为尤其是动

力荷载作用下的力学行为，仍然是呈现在研究工作者面前的巨大挑战 [1–4]。

20世纪80年代以来，伴随着损伤力学、现代计算力学，特别是多尺度理论

等一系列创新性概念与思想的萌生与发展，人们逐步清晰地看到了解决这一重

大理论问题和工程难题的曙光。以损伤力学作为混凝土力学行为描述的框架体

系，以计算力学作为材料和结构分析模拟的基本工具，从微观、细观和宏观多

个尺度上考虑混凝土的非线性行为和破坏，必将推动混凝土科学的创新过程。

而这一过程，也必将使人们能够在新的高度科学反映并正确控制重大工程结构

在动力灾变过程中的性态，为进行重大工程结构的精细化分析与设计提供理论

基础和技术支持。

本文，即在上述背景下展开研究工作。
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1.1 混凝土的物理力学特性

混凝土是由胶凝材料将集料胶结成整体而形成的工程复合材料的统称。通

常讲的混凝土一词是指用水泥作胶凝材料，砂、石作集料；与水（加或不加外

加剂和掺合料）按一定比例配合，经搅拌、成型、养护而得的水泥混凝土，也

称普通混凝土，它广泛应用于土木工程 [5]。

硬化混凝土是一种复杂的颗粒复合材料，具有复杂的内部结构，而在不同

的尺度上，其结构组成又表现出不同的特点，如图 1.1所示。在混凝土构件尺度

上，由于构件的尺度远大于混凝土材料的特征尺度，所以分析中一般将混凝土

视为均质连续体；在混凝土材料尺度上，混凝土是一种颗粒增强复合材料，基

体为水泥砂浆，增强颗粒为粗骨料；同时水泥砂浆也具有颗粒增强复合材料的

结构特点，其基体为水泥胶体，而增强颗粒为细骨料；水泥胶体本身也具有相

当复杂的微结构，其中包含水化水泥胶体、未水水化水泥颗粒、水分蒸发留下

的气孔以及混凝土干缩形成的裂缝等。由于不同尺度上微结构的影响，混凝土

在外力作用下不仅表现出高度的非线性，而且表现出典型的随机性，对这两个

基本性质的合理描述，构成了现代混凝土科学研究的核心 [1,2]。

 

混

m 

混凝土构件件 

混

cm 

混凝土材料

空间尺

mm

尺度 

水泥砂浆

m 

浆 

µ

水泥

µm 

泥胶体 

图 1.1 混凝土多尺度结构

混凝土的非线性主要来源于其内部微裂缝的产生和演化。在混凝土硬化过

程中，未与水泥颗粒发生反应的水分陆续蒸发，在水泥胶体中留下了大量的气

孔；同时水泥硬化过程中的干缩也导致了混凝土基体中初始微裂纹的产生。在
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外荷载作用下，初始缺陷附近的应力集中导致微缺陷和微裂缝的发展，这一过

程必然使得混凝土的应力应变关系偏离线弹性阶段而进入非线性阶段。当微裂

缝的扩展和汇集导致宏观裂缝的产生时，混凝土的力学行为逐渐由强化转化为

软化，应力应变关系进入下降段。最后由于宏观裂缝的贯通和切割，导致混凝

土失去承载力而最终破坏。分析大量试验中所观察到的混凝土的典型非线性行

为可以发现：强度软化和刚度退化都源自混凝土中裂缝的发展；单边效应来自

裂缝的张开和闭合；受拉受压强度迥异来源于混凝土对于受拉裂缝与受剪裂缝

的抗力不同；残余应变来源于裂缝的不完全闭合。一言以蔽之，混凝土的非线

性受力特征均与混凝土中的微裂缝有关。

在问题的另一个方面，无论是在试验过程中还是在实际生产过程中，人们

都不可能精确控制混凝土的材料结构和组成。因此，混凝土材料各组分具有典

型的随机分布特征。这就使得无论是初始的微裂缝分布还是后续的裂缝演化过

程，都不可避免地具有随机性的特征。而随机的微裂缝演化，必然导致随机的

强度和非线性表现 [1]。换句话说，混凝土材料构成的随机分布性质，必然导致

其在外力作用下的响应具有随机演化性质。事实上，混凝土的随机性与非线性

有着复杂的相互影响和耦合。混凝土在破坏和损伤过程中表现出的渐进性特性，

就来源于随机性引起的材料性质的非均匀性；而混凝土微结构的随机性又可能

被非线性效应放大或者缩小，最终呈现出丰富多彩的随机非线性响应特性。

在动力荷载作用下，混凝土还表现出明显的率敏感性，即随着加载速率的

提高，混凝土的强度和刚度都会随之表现出明显的提高。混凝土的率敏感性实

质上是其非线性在动力荷载作用下的特殊表现。但是由于其对于结构动力分析

具有重要的意义，所以现有的研究倾向于将其独立于静力非线性的研究而单独

开展。另一方面，虽然混凝土受力行为的率敏感性已经被众多的试验研究所证

实，但是混凝土率敏感性产生的物理机理却长期没有定论，现有的文献中大多

将其归结为：黏性效应、惯性效应和微裂缝演化效应 [6]。黏性效应主要用于描

述黏性流体的率敏感性，用于混凝土材料是否适合还没有定论；惯性效应只有

在很高的加载速率下才会产生明显的效果，但是实验证实在不高的应变率作用

下混凝土的强度提高已经很明显；微裂缝的演化触及了率敏感性的实质，即不

同的应变率下微裂缝的演化是不一样的，但是并没有具体指出怎样的微裂缝动

力演化引起怎样的率敏感性。换句话说，微裂缝效应仅定性地触及了率相关效

应的物理机制，而缺乏从定量角度揭示其本质的研究。
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一般而言，混凝土的本构关系是指在外部作用下混凝土内部应力与应变之

间的物理关系。由于这种物理关系在细观意义上描述了混凝土的基本力学性质，

因此，它构成了研究混凝土构件和结构在外部作用下的变形及运动的基础。在

一定意义上，混凝土非线性分析研究的核心和灵魂是混凝土本构关系的研究 [1]。

将混凝土的基本物理力学特性用数学物理模型加以合理的描述，是混凝土的本

构关系研究的基本目的。

1.2 混凝土损伤力学述评

在相当长的一个历史时期，经典弹性力学、塑性力学、断裂力学等多种理

论相继被引入到混凝土本构关系的研究之中。然而，人们在经过大量探索之

后不无遗憾地发现，这些理论很难客观、全面地反映混凝土受力力学行为。由

于在本构关系研究中的困难，使得在结构构件乃至结构整体层次上的研究大

多局限于经验科学的层面。前已述及，混凝土的非线性特性表现出典型的“软

化”、“弱化”的特征，而针对“软化”、“弱化”导致非线性问题的建模是损伤

力学的主要研究内容。20世纪80年代以来，伴随着损伤力学登上混凝土研究的

历史舞台，混凝土本构关系研究与结构非线性分析研究均开始出现一系列观念

上的变化。以下简要综述混凝土损伤力学的主要研究进展。

1.2.1 宏观连续介质损伤理论

在Kachanov [7]，Robotnov [8]，Lemaitre and Chaboche [9]等人的早期研究基础

上，到20世纪70年代中期，损伤力学的理论框架逐步形成。 1972年，Hult正式

提出了损伤力学（damage mechanics）这一名称 [10]。1981年，在法国召开了损

伤力学的第一次国际会议。20世纪80年代以来，损伤力学引起了各国学者的广

泛兴趣，得以迅速发展，并在实际工程中得到越来越广泛的运用。

一般认为，最早将损伤力学的基本概念应用于描述混凝土非线性特性的

是Dougill [11]。但是，混凝土损伤力学理论研究中第一个具有开创意义的工作

是Ladeveze和Mazars作出的 [12–14]。众所周知：混凝土最典型的性质是其在拉应

力和压应力作用下表现出迥异的强度与刚度特性（所谓单边效应）。为了考虑
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第 1章 绪论

单边效应，Ladeveze [12]最先引入应力张量的正负分解

σ = σ+ + σ− (1.1)

并假设由正应力引起受拉损伤，负应力引起受压损伤，在复杂加载时，损伤为

受拉损伤和受压损伤的组合。

1984年，Mazars [13]进一步引入了等效单轴应变建立经验损伤演化方程，形

成了针对混凝土材料的各向同性损伤模型。

根据Lemaitre等效应力假定，损伤材料的应力应变关系可以定义为：

σ = (1 − D)E0ε (1.2)

其中E0为未损伤材料的弹性模量，D为标量损伤变量。

与Ladeveze [12]相类似， Mazars认为损伤变量D可以表示成受拉损伤变

量DT和受压损伤变量DC的线性组合

D = αT DT + αCDC (1.3)

并将经验的损伤演化方程取为

DT = 1 −
ε0(1 − AT )

εeq
−

AT

eBT (εeq−ε0) (1.4)

DC = 1 −
ε0(1 − AC)

εeq
−

AC

eBC(εeq−ε0) (1.5)

式中AT，AC，BT，BC和ε0均为材料常数。

显然，这一表述方式与混凝土一维受力的应力-应变关系有着强烈的关联。

线性组合系数αT和αC满足

αT + αC = 1 (1.6)

Mazars建议的表达式为

αT =

3∑︁
i=1

εt
i⟨εi⟩

ε2
eq

(1.7)
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同济大学 博士学位论文 基于多尺度分析的混凝土随机损伤本构理论研究

αC =

3∑︁
i=1

εc
i ⟨εi⟩

ε2
eq

(1.8)

其中εt
i和ε

c
i可由未损伤材料的应力（有效应力）计算给出。

在上述模型中，等效应变定义为：

εeq =
√︀
⟨ε1⟩

2 + ⟨ε2⟩
2 + ⟨ε3⟩

2 (1.9)

此处

⟨εi⟩ =
1
2

(εi + |εi|) i = 1, 2, 3 (1.10)

其中| · |表示绝对值。事实上，等效应变的引入形成了多维受力本构关系的基

础。

Mazars模型 [13]虽然带有极强的经验性，但由于其等效应变表达形式具有简

洁性和实用性，且损伤演化表达式(1.4)和(1.5)具有高阶光滑性，从而有利于结

构非线性分析的收敛。这一思路，对后续的混凝土损伤力学研究产生了深远影

响。

1986年，Mazars [14]基于前述应力张量分解的思路，进一步引入弹性损伤能

释放率建立损伤准则，为混凝土损伤力学的进一步发展奠定了基础。在这一研

究中，Mazars认为材料的Helmholtz自由能势可表达为

ψ =
1

2(1 − d+)
σ+ : C−1

0 : σ+ +
1

2(1 − d−)
σ− : C−1

0 : σ− (1.11)

其中C0为材料的弹性刚度张量，d+和d−分别为受拉损伤变量和受压（剪）损伤

变量。

根据能量力学基本原理，对Helmholtz自由能势求偏导可得应力应变关系

ε =
∂ψ

∂σ
= C−1

0 :
[︃

1
(1 − d+)

σ+ +
1

(1 − d−)
σ−

]︃
(1.12)

定义损伤能释放率为

Y+ = −
∂ψ

∂d+
=
σ+ : C−1

0 : σ+

2(1 − d+)2 (1.13)

Y− = −
∂ψ

∂d−
=
σ− : C−1

0 : σ−

2(1 − d−)2 (1.14)
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第 1章 绪论

并将损伤演化方程表述为Y的函数，且仍采用与式(1.4)和(1.5)类似的经验表达式

d+ = g+(Y+) = 1 −
Y+

0 (1 − A+)
Y+

−
A+

eB+(Y+−Y+
0 )

(1.15)

d− = g−(Y−) = 1 −
Y−0 (1 − A−)

Y−
−

A−

eB−(Y−−Y−0 )
(1.16)

其中A+，A−，B+，B−，Y+
0以及Y−0均为材料常数。

上述模型具有较为坚实的热力学基础，能够很好地模拟混凝土材料在低周

反复荷载作用下的刚度退化，分析结果与单轴试验结果的吻合程度也令人满

意。

应力张量正负分解、以及将与损伤变量对偶的损伤能释放率作为基本变量

建立损伤演化法则的建模思路，对混凝土损伤力学的发展产生了深远的影响。

上述模型，后来被称为Ledeveze-Mazars单边损伤本构模型 [3]。

后续研究表明：Ledeveze-Mazars模型在本质上属于弹性损伤模型，并不能

很好地反映多轴受压应力状态下混凝土强度和延性的提高。为此，不少研究

者试图在弹性损伤的框架内修正和完善Ladeveze-Mazars模型，其中代表性的工

作包括Mazars and Pijaudier-Cabot [15]、Lubarda et al [16]、Comi et al [17]、Papa and

Taliercio [18]以及Comi and Perego [19]等。然而由于弹性损伤框架的局限性，上述

模型并没有在Ladeveze-Mazars模型的基础上取得实质性进展，所建立的模型也

很难很好地反映混凝土多轴非线性行为的机理和特性，尤其是在多轴受压区，

模型预测结果与试验结果存在显著差距 [20]。

弹性损伤模型的根本缺陷在于没有反映混凝土受力非线性发展过程中部

分存在塑性变形这一事实。缘因于此，自20世纪80年代中期以来，一批研究者

试图突破弹性损伤的理论框架，将塑性应变及其演化规律引入到损伤本构关

系的建模过程中，以期能够反映混凝土材料的残余变形。在此方向，研究工

作大体上沿着两个侧面展开。其一是在Cauchy应力空间建立塑性应变的演化

方程，如Ortiz [21]、Simo and Ju [22,23]、Lubliner et al [24]、Yazdani and Schreye [25]、

Abu-Lebdeh and Voyiadjis [26]以及Carol et al [27]等。 Cauchy应力表征宏观水平的

表观应力，材料进入软化段后，宏观应力会产生下降，基于Cauchy应力空间建

立的弹塑性损伤模型必然涉及屈服面收缩问题，因此会出现数值收敛和稳定性
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同济大学 博士学位论文 基于多尺度分析的混凝土随机损伤本构理论研究

等一系列问题。而在另一侧面，在有效应力空间建立塑性应变演化方程，则不

会出现这些问题。事实上，在加载过程中，有效应力空间内的屈服面一直处于

膨胀状态而不存在收缩，因此可以避免软化段的复杂处理问题。在此侧面的典

型研究见于Ju [28]、Lee and Fenves [29]、Faria et al [30]和Jason et al [31]等。

为了说明上述研究的脉络，需要先介绍有效应力的概念。在外力作用下，

材料产生应变ε。对于已损伤材料，材料单元体上承担的应力就是结构对应点的

实际应力，定义为柯西（Cauchy）应力σ；而与之对应的未损伤材料产生相同

的应变ε后材料单元体上所承担的应力，就定义为有效应力σ，如图 1.2所示。
 

l 



l 



已损伤材料 

未损伤材料 

Cauchy 应力 

有效应力 

 

图 1.2 有效应力与柯西应力

实际上，如果将损伤理解为材料内部的微空洞和微缺陷，那么有效应力相

当于作用在材料中除去空洞和缺陷之后的“净”面积上的应力。实际中，如果

考虑材料的塑性变形，那么材料的总应变ε会包含弹性应变 εe和塑性应变εp，即

ε = εe + εp (1.17)

此时有效应力定义为

σ = C0 : εe = C0 : (ε − εp) (1.18)
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第 1章 绪论

为考虑单边效应，对有效应力张量也可以作正负分解，有

σ = σ+
+ σ− (1.19)

1998年，Faria et al [30]提出了基于有效应力分解的损伤能释放率表达式

ψ = (1−d+)ψ++(1−d−)ψ− =
1
2

(1−d+)σ+ : C−1
0 : σ+

+
1
2

(1−d−)σ− : C−1
0 : σ− (1.20)

由不可逆热力学原理，Faria et al [30]推导得到了损伤本构关系的基本表达式

σ = (1 − d+)σ+
+ (1 − d−)σ− (1.21)

基于有效应力分解的损伤能释放率表述，为在有效应力空间内处理塑性变

形问题提供了方便与可能。但令人遗憾的是，为了较好地逼近试验结果，Faria

et al [30]放弃了基于损伤能释放率建立损伤演化表达式这一途径，转而完全根据

经验人为地定义了所谓“等价应力”，即

τ+ =

√︁
σ+ : C−1

0 : σ+ (1.22)

τ− =

√︁
√

3(Kσ−oct + τ−oct) (1.23)

其中σ−oct和τ
−
oct为八面体上有效应力负分量；K 为材料参数，用以描述混凝土二

维受压加载下的抗压强度提高。

Faria et al [30]根据上述“等价应力”的定义，同时对损伤演化函数表达式

(1.4)和(1.5)进行了适当调整，给出了下述损伤演化表达式

d+ = g+(τ+) = 1 −
τ+

0

τ+
e

B+

(︃
1− τ

+

τ+0

)︃
(1.24)

d− = g−(τ−) = 1 −
τ−0 (1 − A−)

τ−
−

A−

eB−(τ−−τ−0 )
(1.25)

显然，这种损伤变量演化法则依然带有极强的经验痕迹。

对于塑性应变演化的处理，是建立弹塑性损伤模型时需要考虑的另一个重

要问题。原则上，可以采用经典塑性力学中的类似手法处理这一问题，但是考
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虑到直接运用塑性力学方法在屈服状态判断时需要进行迭代，出于大型结构非

线性分析时的计算效率考虑，不少学者主张采用经验表达的方法来考虑塑性变

形，如Resende [32]，Faria et al [30]，Valliappan et al [33]和Hatzigeorgioiu et al [34]等。

其中Faria et al [30]建议的经验塑性应变率表达式为

ε̇p = βE0H(ḋ−)
σ : ε̇
σ : σ

C−1
0 : σ (1.26)

式中β为经验系数，H(·)为Heaviside函数。

Valliappan et al [33]根据有效应力张量的定义，在应变主轴方向考虑塑性变

形，认为塑性变形为主轴方向历史最大变形的δ倍，即

εp = δεmax (1.27)

上述两个经验塑性模型均在弹塑性损伤建模中得到了广泛的应用。

损伤力学的核心问题之一是如何建立合理的损伤准则和损伤演化法则。在

上述损伤本构模型中，基于损伤能释放率建立损伤准则（如Mazars弹性损伤本

构模型 [14]、 Simo-Ju弹塑性损伤模型 [22,23]等）虽然具有明确的不可逆热力学基

础，但分析结果无法准确模拟混凝土的力学行为；而基于经验建立损伤准则

（如Resende模型 [32]、Faria模型 [30]等）虽然可以较好地模拟混凝土的力学行为，

但理论框架缺乏热力学基础，从而使其普遍性受到质疑。针对这一困境，吴建

营、李杰从考虑损伤和塑性的耦合效应入手，引入弹塑性Helmholtz自由能势，

基于损伤能释放率建立损伤准则，形成了具有热力学基础的双标量弹塑性损伤

模型 [20,35–39]。

为了考虑塑性耗散，可将Helmholtz自由能势分解为弹性和塑性部分

ψ(σ, κ, d+, d−) = ψe(σ, d+, d−) + ψp(κ, d−) (1.28)

其中弹性Helmholtz自由能势为

ψe(σ, d+, d−) = ψe+(σ+, d+) + ψe+(σ−, d−)

=
1
2

(1 − d+)σ+ : C−1
0 : σ+

+
1
2

(1 − d−)σ− : C−1
0 : σ−

(1.29)

而塑性Helmholtz自由能势ψp只与塑性变量κ以及受剪损伤变量 d−有关，表示为

ψp(κ, d−) = (1 − d−)ψp
0(κ, d−) (1.30)
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第 1章 绪论

ψ
p
0(κ, d−) =

b
2E0

(︃
3J
−

2 + ηpI
−

1

√︁
3J
−

2 −
1
2

I
+

1 I
−

1

)︃
(1.31)

式中J
−

2 = s− : s−/2为有效受压偏应力 s−的第二不变量；I
+

1为σ
+ 的第一不变量；

I
−

1为σ
−的第一不变量； b为材料参数，可根据实验确定。

与损伤变量对偶的损伤能释放率表达式为

Y+ = −
∂ψ

∂d+
=

1
2
σ+ : C−1

0 : σ+ (1.32)

Y− = −
∂ψ

∂d−
= b

(︃
αI
−

1 +

√︁
3J
−

2

)︃2

(1.33)

类似于Mazars的猜测，在吴-李模型中，损伤演化法则取为

d+ = 1 −
r+

0

r+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣(1 − A+)e
B+

(︃
1− r+

r+
0

)︃
+ A+

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (r+ ≥ r+
0 ) (1.34)

d− = 1 −
r−0
r−

(1 − A−) − A−e
B−

(︃
1− r−

r−0

)︃
(r− ≥ r−0 ) (1.35)

式中：r+
0和r−0为初始受拉和受剪损伤能释放率阈值；r+和r−为即时受拉和受剪

损伤能释放率；A+，A−，B+和B−均为模型参数，可以根据试验得到的混凝土单

轴受拉和单轴受压应力－应变曲线标定。

对比研究表明：应用吴-李模型的数值算法相对简单，计算效率能够满足大

型混凝土结构非线性分析的需要。从而，在理论性和实用性上取得了较好的统

一。但是，虽然通过引入弹塑性损伤能释放率，在损伤准则建立上奠定了热力

学基础，但损伤演化法则仍然在本质上带有经验色彩。事实上，在宏观连续介

质力学框架中，是难于在物理本质上揭示损伤演化规律的 [2]。

1.2.2 细观随机损伤理论

与宏观损伤力学的研究相对比，细观损伤力学试图从混凝土细观缺陷

（微裂缝、微空洞）的形成与发展的角度反映混凝土力学行为的发展、变化过

程。对于最简单的微缺陷构型和加载条件，特别是单调裂缝在无穷远应力作
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用下的情形，材料宏观性质的变化规律可以得到解析解，这方面的研究已经

相当成熟， Nemat-Nasser and Horri的专著 [40]对此进行了详细的讨论。为了考

虑微裂缝间相互作用的影响，各国研究者也已经进行了大量的研究，形成了

包括Mori-Tanaka方法 [41]、自洽方法（Budiasky and O’connell [42]）、广义自洽方

法（Christensen and Lo [43]）、微分方法（Norris [44]以及Hashin [45]）等系列研究过

程。但是，上述方法都只能在稀疏裂缝分布的前提下描述裂缝之间的弱相互作

用。如何基于微裂缝系综模型描述加载中后期混凝土中微裂缝之间的交错、合

并甚至形成剪切带等强相互作用，至今仍然是世界性的难题。

混凝土的细观结构具有典型的随机性，这种随机性对于其中微裂缝群的演

化有着深刻的影响，进而也影响到材料的宏观损伤演化。所以在混凝土的细观

损伤建模过程中，微结构的随机性影响不容忽略。现有的细观损伤理论，并不

能具象地直接考虑混凝土随机微结构中的微裂缝形成和扩展。而采用抽象的方

式，则可以考虑微结构的随机性及其对宏观非线性的影响。

1986年，Krajcinovic and Fanella [46]将经典弹簧模型引入到混凝土损伤研究

中，以并联弹簧束（图 1.3）的随机断裂模拟材料的破坏机制，从弹簧束破坏概

率的角度定义了材料的损伤。模型中假设各弹簧刚度相同，弹簧断裂强度 fR服

 

x

y





微观断裂 

 

图 1.3 并联弹簧束模型

从某一分布，将损伤定义为：

d =

∫︀ kx
r p( fR)d fR∫︀ FR

r p( fR)d fR
= Prob( fR ≤ kx) (1.36)
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式中，x为弹簧束位移，k为弹簧束的刚度，因此，kx表示弹簧束的力；FR为

弹簧束中最强弹簧的断裂强度； p( fR)为弹簧断裂强度概率分布密度函数；

而Prob(·)表示某一事件发生的概率。

若假定弹簧断裂强度服从Weibull分布，损伤演变规律可用弹簧束内力表示

为

d(kx) = 1 − e−(
kx
θ )m

(1.37)

式中m和θ是Weibull分布的形状和标度参数。

假设各个弹簧断裂强度为同一分布，可得到弹脆性材料的损伤本构关系。

例如单轴受拉本构方程可写成

σ = (1 − d)Eε (1.38)

值得指出的是：在Krajcinovic的研究中，直接用细观单元的断裂概率定义

损伤变量。而在本质上，如此定义的损伤变量是确定性变量而非随机变量。因

此，该模型并不能确定损伤演化过程中的的随机演化特征和变异性信息。换言

之，Krajcinovic模型在本质上属于确定性本构关系模型。

1996年，Kandarpa et al [47]对Krajcinovic模型作出进一步扩展，将弹簧的破

坏强度用连续的随机变量表示，并且通过随机场的相关结构考虑相邻缺陷之间

的相互影响，建立了基于弹簧模型的混凝土单轴受压随机损伤本构模型。根

据Kandarpa et al的推导，可得损伤的均值和方差

µΩ(d) = F∆(d) (1.39)

σ2
Ω(d) = 2

∫︁ 1

0
(1 − r)F∆(d, d; r)dr − µ2

Ω(d) (1.40)

式中d为位移；F∆(d)为随机场的一维分布函数，模型中假定随机场的分布函数

与空间坐标无关； F∆(d, d; r)为随机场的二维分布函数，模型中假定二维分布函

数只与随机场中两点的绝对距离 r有关。

Kandarpa模型考虑了随机变量的相关性、部分反映了损伤的随机性，是第

一个真正意义上的细观随机损伤模型。但是，由于处于研究的初始阶段，该模
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型在建模过程中未加说明地采用受压力-位移曲线拟合受拉损伤的演化，从而使

这一模型的可信性受到质疑。另外，从本质上考察Kandarpa模型属于弹性损伤

模型范围。

微弹簧模型的本质，是将材料力学性质的随机性作为损伤的演化依据之一，

这就能自然而然地将混凝土材料内秉的非线性与随机性及两者的耦合作用纳入

到一个统一模型中来。基于从细观物理机制入手研究损伤演化的基本观点，李

杰等对Kandarpa模型做出了系列的改造 [48–53]，采用细观尺度意义上断裂应变服

从某类概率分布的微弹簧模型来表征基本细观单元，并引入声发射技术与随机

建模准则，逐步发展了两类细观随机断裂-滑移模型 [2]，如图1.4所示。进而，通

过引入能量等效应变并与前述双标量弹塑性损伤模型相结合，发展了一类新型

的弹塑性损伤模型 [51]，较好地解决了非线性与随机性的综合反映问题。

 

图 1.4 混凝土损伤细观随机断裂模型

(a)受拉单元；（b）受剪单元

在上述模型中，在细观层次上将混凝土离散为具有一定特征高度和截面积

的小柱体，并用微弹簧模型加以表示。拉伸（或剪切）微弹簧均假定为理想弹

脆性材料，其断裂应变为一随机变量。根据细观损伤力学分析，可得损伤演化

规律为

d+ = g+(ε+) =

∫︁ 1

0
H[ε+ − ∆+(x)]dx (1.41)

d− = g−(ε−) =

∫︁ 1

0
H[ε− − ∆−(x)]dx (1.42)

式中∆±(x)为一维断裂应变场，ε±为控制应变。

利用随机分析方法，可由上两式得到损伤的统计特征和概率分布 [51,52]。损
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第 1章 绪论

伤的均值演化为

µd±(ε±) = F±(ε±) (1.43)

而损伤的方差演化为

V2
d± = 2

∫︁ 1

0
(1 − γ)F±(ε±, ε±; γ)dγ − F±(ε±)2 (1.44)

其中F±(ε±)和F±(ε±, ε±; γ)为细观断裂随机场的一维和二维分布函数。

本质上，微弹簧模型是一种抽象细观模型，它从一定程度上反映了损伤导

致应力重分布的物理本质，因此，它反映了混凝土的非线性、随机性及其联系。

但是由于这种反映是笼统而抽象的，其模型参数的识别必然有赖于对于实验数

据的拟合。

1.2.3 率相关损伤演化研究

在动力加载条件下，需考虑混凝土的应变率效应。现有的连续损伤力学方

面的研究大多倾向于利用静力损伤理论的框架，直接引入率相关的损伤演化函

数，从而建立动力连续损伤力学体系。在连续介质损伤力学框架内，损伤演化

方程可以统一表示为

ḋ± = λ̇±
∂ f ±

∂Y±
(1.45)

其中 f ±为损伤势函数。

对于静力损伤演化情况，损伤一致性因子λ̇± 可以由一致性条件求出；对于

动力加载情况，为了考虑材料的率敏感性，Simo and Ju [22,28]参照粘塑性力学的

处理技巧，直接引入损伤一致性因子的经验表达式如下

λ̇± = γ±d

(︃
r±

λ±
− 1

)︃n±d
(1.46)

式中γ±d和n±d均为控制动力损伤演化的材料参数。

上述处理方式虽然能够简单地将动力损伤演化与静力损伤演化统一起来，

但是动力损伤演化的求解还是需要处理隐式非线性方程，这大大增加了结构模

拟的计算量。1996年， Cervera et al [54]进一步改进了上述动力损伤演化表达式，
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给出了显式动力损伤演化方程，即：⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
d± = g±(r±d )

ṙ±d = γ±d

(︂
r±
r±d
− 1

)︂n±d (1.47)

式中r±d为动力损伤驱动力，而r±为静力损伤驱动力，一般取为损伤能释放率或

其单调函数。

动力作用下混凝土的细观损伤研究非常少。在既有研究中，Eibl and

Schmidt-Hurtienne [55] 借助前述微弹簧模型的基本思路，对黏弹性模型进行了推

广。在Eibl的工作中，首先引入质量元件描述动力加载的局部惯性力效应，然

后用质量元件、弹簧元件以及摩擦元件组成基本受力元件，最后将多个服从某

种概率分布的基本受力元件并联，用以建立混凝土材料单轴受力的率相关模型

（图 1.5）。 在这个模型中，混凝土的损伤可以用上述并联弹簧束的断裂表示，

( )t( )t

动态损伤

质量元件

黏性元件
摩擦元件

 

图 1.5 Eibl模型示意

在弹簧断裂后，由于质量、黏性和摩擦元件的作用，应力不会立即降为0，而是

存在一个应力释放和衰减的时间过程，基于此得到下述单轴动力本构方程

σ(t) = Eε(t)
{︃

[1 − D(ε)] +

∫︁ t

0

∂D
∂ε

∂ε

∂τ
g(t − τ)dτ

}︃
+ σ f rD(ε)

[︁
1 − D f r(ε)

]︁
(1.48)

其中静态损伤演化函数取Weibull分布函数

D(ε) = 1 − e
− 1

2

(︂
ε−ε0
aε0

)︂2

ε ≥ ε0 (1.49)
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第 1章 绪论

其中a为形状参数，ε0为初始损伤阈值。D f r(ε)表示弹簧断裂后内摩擦力的随机

分布，也取为Weibull分布

D f r(ε) = 1 − e
− 1

2

(︂
ε−ε0
bε0

)︂2

ε ≥ ε0 (1.50)

b为形状参数。衰减函数g(t − τ)可取为指数函数形式或者直线函数形式。

上述模型从混凝土率效应产生的物理机理出发，分别采用不同的元件来描

述细观层次上的黏性效应、惯性效应和微裂缝演化效应，并基于此建立了微观

动力方程。但是，在从微观到宏观的建模过程中，该模型仅仅简单地用极值分

布来代替损伤演化，并不能描述损伤演化的随机性，亦不能说明率效应对损伤

演化随机性的影响。

1.2.4 简短的评论

经过了近30年的发展，已经初步形成了比较完整的混凝土损伤力学理论体

系，并且开始在实际工程中得到应用。但是，通过上面的讨论不难发现，现存

理论中仍然存在着一些非常基本的、带有基础性的关键问题尚待解决。现代连

续介质损伤力学试图将理论框架构筑在不可逆热力学理论之上，力图建立起严

密的理论体系。然而，对于其理论体系中最重要的部分，即损伤演化法则，却

不能从不可逆热力学体系中直接得到，现有的连续介质损伤力学体系从本质上

来讲是唯象的，对于物理本质依赖于细观基础的损伤演化规律在逻辑上已不可

能直接获取，因此，对混凝土材料而言，从微裂缝的产生、扩展及其导致的应

力重分布过程的角度求解损伤演化，是混凝土损伤力学发展的必由之路 [2]。

最近一、二十年间，伴随着计算理论和技术的飞速发展，多尺度理论渐渐

得到研究者们的关注。基于多尺度思想重新审视材料的损伤和破坏问题，是一

个现实可能的新途径。事实上，损伤产生的原因，即材料的微缺陷与微裂缝，

是细观尺度的物理问题；而损伤导致的结果，即结构的渐进式破坏，是宏观尺

度的物理问题。原因与结果之间的联系，是两个尺度物理规律之间的联系。这

样，我们就有望从多尺度思想出发，借助现代数值计算技术，推进混凝土损伤

力学关键科学问题的解决。
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1.3 多尺度理论述评

在长期的研究中人们发现，一些科学和工程问题具有复杂的空间结构和时

间结构。同一个问题在不同的尺度上会显现出迥异的形态，对其进行描述的物

理规律也截然不同。比如固体问题，在宏观尺度上可以看作连续体，采用连续

介质力学进行描述，而在微观尺度上就需要考虑其晶体结构，采用分子动力学

进行模拟。再比如湍流问题，不同尺度的涡连续变化，具有从耗散尺度到积分

尺度的连续谱，其常用的大涡模拟方法中，需采用计算模拟大尺度涡而解析模

拟小尺度涡。如果尺度之间的耦合可以忽略，单个尺度上的物理过程完全可以

由经典力学或量子力学描述，剩下的就是类似于解方程那样的认识过程；而大

多数多尺度问题涉及统计力学中非平衡态的非线性演化过程，不同的尺度之间

存在强耦合或敏感耦合，不能简单地在一个尺度上直接处理，而必须将不同尺

度耦合求解（何国威、白以龙 [56]）。另一方面，在理论和实践领域长期未得到

解决的一些经典问题，恰恰具有上述多尺度耦合特性。

在多尺度思想的框架下，多尺度方法呈现出多样性。实际上，目前的研究

进展并不能给出对一般多尺度力学问题的普适方法。对于不同的问题，研究者

所建立的多尺度理论体系往往有着巨大的差别，所依赖的分析工具也各不相同。

所以选取适当的多尺度方法体系，是进行多尺度科学研究首先要考虑的问题。

对于混凝土结构的损伤和破坏问题，其涉及的尺度如图 1.1所示。其中宏观

构件和结构的尺度是必须仔细考虑的，我们研究的目的就是模拟和预测混凝土

结构的性能，保证结构的安全性和使用性。在宏观构件和结构尺度上，混凝土

可以看作连续体，采用连续损伤力学进行描述。与宏观尺度联系最紧密的就是

混凝土材料尺度，在这个尺度上，混凝土是一种颗粒复合材料，基体为水泥砂

浆，增强颗粒为粗骨料。在外力作用下，混凝土内部会产生微裂缝，微裂缝的

扩展和汇集是混凝土损伤的根本原因。混凝土材料尺度的分析主要依赖于复合

材料断裂力学和数值模拟，其中准确模拟微裂缝的产生和扩展是这个尺度上分

析的关键。对于材料破坏和损伤的分析显然需要考虑非线性，理论上讲非线性

体系的两尺度耦合应该考虑为强相互作用，采用并行（concurrent）多尺度方法

进行分析。然而实际分析中我们发现：一方面并行多尺度方法需要耗费大量的

计算量，在现阶段还不具备实用性；另一方面，考虑弱尺度间相互作用的串行

（hierarchy）多尺度方法不仅计算简便，同时在一个相当宽的范围内也可以给出
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令人满意的结果。所以本文在多尺度耦合分析中采用了后一类方法。

在固体复合材料的研究中，最常用的串行多尺度方法就是均匀化理论

（homogenization theory）。后来为了研究复合材料的损伤和破坏，研究者又将均

匀化方法推广到了损伤理论中，提出了多尺度损伤理论。下面对这两部分内容

进行简要的回顾。

1.3.1 多尺度均匀化理论

均匀化理论（homogenization theory）的提出源于对复合材料等效性质的研

究。在复合材料结构的分析和计算中，往往倾向于用等效的均匀材料代替复合

材料，而等效均匀材料的性质需根据原始复合材料的结构求解得到。早期的方

法大多直接立足于实际应用，并不具备严格的数学力学基础，但是却能够给出

令人满意的结果。上世纪70～80年代期间，大量研究者深入研究了这一类复合

材料求解方法，并且逐渐形成了具有严格数学基础的方法体系，最终形成了经

典均匀化理论。关于经典均匀化理论的详细讨论，可参阅Bensoussan et al [57] 以

及Bakhvalov and Panasenko [58]的专著，这里对重要结论作简要回顾。

经典均匀化理论的建立基于周期性假定，即认为复合材料结构具有周期性

微观结构（图 1.6）。 换言之，就是假定材料性质是整体空间坐标的周期性函

数，函数的周期长度远小于整体结构的尺度。那么我们就可以将结构尺度看作

宏观尺度，用宏观坐标x描述；而将微结构的周期长度看作微观尺度，用微观坐

标y描述。二者之间的换算基于尺度参数ε，有

y =
x
ε

(1.51)

定义在周期性微结构上的场函数，可以由统一尺度表达式展开为两尺度函数的

摄动级数。对于位移场，有

uε(x) =

∞∑︁
n=0

εnu[n](x, y) (1.52)

对于位移场求空间偏导数，可得应变场的摄动展开，有

εε(x) =

∞∑︁
n=−1

εnε[n](x, y) (1.53)
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 图 1.6 周期性复合材料结构

各阶应变分量 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ε[−1] = ∇s

y ⊗ u[0]

ε[k] = ∇s
x ⊗ u[k] + ∇s

y ⊗ u[k+1] k ≥ 0
(1.54)

其中⊗为张量算符的并乘；而对称梯度算符 ∇s = 1
2(∇ + ∇T )。

对于线弹性材料，式（1.53）两边同乘以刚度张量C，可得应力的摄动展开

如下：

σε(x) = C : εε(x) =

∞∑︁
n=−1

εn[C : ε[n](x, y)] =

∞∑︁
n=−1

εnσ[n](x, y) (1.55)

将应力摄动展开（1.55）代入平衡方程 ∇ · σε + b = 0，经过一系列数学处理 [58]，

可得位移场的0阶和1阶形式解如下：⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
u[0](x, y) = v[0](x)

u[1](x, y) = v[1](x) + χ(y) : ∇s
x ⊗ v[0](x)

(1.56)

其中v[0](x)是宏观结构的位移场，此处可知位移场的0阶摄动解只与结构的宏观

位移场有关，与微观坐标无关；v[1](x)表征了单胞的空间平移对称性；3阶特征
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第 1章 绪论

张量 χ(y)表征了宏观响应与微观响应之间的变换关系，可由下述特征方程求解

得出

∂

∂y
{︁
C + C : ∇s

y ⊗ χ(y)
}︁

= 0 (1.57)

将形式解（1.56）代入应变、应力的摄动展开（1.53）和（1.55）并截断高阶项，

然后考虑单元体内的平均运算，可得均匀化刚度张量C表达式 [58]如下：

C = C + C :
⎧⎪⎨⎪⎩ 1

Vy

∫︁
Ωy

∇s
y ⊗ χ(y)dΩ

⎫⎪⎬⎪⎭ (1.58)

其中Vy为单元体的体积，而
1
Vy

∫︀
Ωy
·dΩ表示单元体内的平均。

至此可知，复合材料的均匀化刚度并不是其各组分刚度的直接平均，而与

其特征张量 χ(y)密切相关。

上述经典均匀化方法体系具有严格的数学基础，给出了复合材料等效性质

求解的一般性理论体系，在实际中得到了广泛的应用。另一方面，经典均匀化

方法也不可避免地存在某些局限。首先，实际的复合材料并不都具有周期性微

结构，从理论上讲，经典方法是不适用于这一类材料的。其次，经典方法只得

到了位移场的0阶和1阶摄动解，对摄动展开的高阶项进行了截断处理，这就使

得在某些情况下经典方法的误差将会较大；再次，多尺度特征方程（1.57）的

求解是比较复杂的，对于一般的复合材料结构，很难得到解析解；最后，对于

非线性材料或者演化的复合材料结构，经典均匀化方法将不再适用。对于这几

个问题的探索构成了均匀化方法的最新发展，下文中将对各个方向上的发展逐

一简述。

在实际应用中发现，将经典均匀化方法应用于某些非周期材料也能得到很

好的结果。因此，可以考虑放松周期性假定，扩展经典均匀化方法的适用范

围。经典均匀化方法之所以引入周期性假定，是为了获得数学处理上的便利，

以期能够以代表性单元体表征复合材料的微结构性质。当然，代表性单元体的

定义并不一定基于严格的周期性假定。最早Bensoussan et al [57] 讨论了放松周期

性假定的可能性，引入了“拟周期”（almost periodic or quasi-periodic）结构的

概念，将周期性从整体结构放松到局部结构，讨论了二阶拟周期椭圆型边值

问题。曹礼群、崔俊芝 [59] 进一步讨论了二维、三维拟周期弹性结构的均匀化

理论。Lions and Souganidis [60]建立了二阶退化偏微分方程在周期和拟周期条件

下的均匀化理论。20世纪七十年代以来，一些研究者完全放弃了周期性假定，
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同济大学 博士学位论文 基于多尺度分析的混凝土随机损伤本构理论研究

转而从随机性的角度来描述复合材料微结构。Kozlov [61]以及 Papanicolaou and

Varadhan [62]最早研究了线性椭圆算子的随机均匀化，而后续的研究逐渐将随机

均匀化应用于各类问题 [63–67]。这些研究通过引入适当的概率空间，证明了如果

材料的微结构性质满足有界性（bounded）、正定性（positive definite）、均匀性

（stationarity）和各态历经性（ergodic），那么古典均匀化方法的结论在随机性

微结构上几乎处处成立（almost surely） [68]。

Gambin [69]最早研究了考虑高阶项的均匀化方法，并推导得到了如下均匀化

应力与应变的关系

σ(x) = C0..ε(x) + εC1...∇x ⊗ ε(x) + ε2C2....∇x ⊗ ε(x) ⊗ ∇x + ...... (1.59)

由上式可以发现，高阶摄动项的引入使得均匀化应力-应变关系发生了本质的

改变，应力不仅与应变有关，还与应变的空间梯度有关。这与应变梯度理论

（strain gradient theory） [70–72] 的结论是一致的，同时应变梯度理论又被证明与

非局部化理论（nonlocal theory）[73–75]具有某种程度的等价性。由此可知，考虑

高阶项的均匀化理论可构成应变梯度理论与非局部化理论的理论基础。后来，

Smyshlyaev and Cherednichenko [76]基于高阶均匀化理论严格推导出了应变梯度

理论；而Boutin [77] 则讨论了高阶均匀化理论与各类非局部化理论的关系。然而

令人遗憾的是，高阶项的保留使得均匀化理论的表达、推导以及数值模拟都异

常复杂，因此可以说高阶均匀化理论的理论意义远大于其实用意义。

Guedes and Kikuchi [78]较为系统地研究了经典均匀化方法的数值算法。为了

便于数值分析和建模，Guedes and Kikuchi建立了均匀化方法的等价弱形式，其

中特征方程(1.57)的等价弱形式表达式为∫︁
ΩY

∂v(y)
∂y

: C :
∂χ(y)
∂y

dΩ = −

∫︁
ΩY

∂v(y)
∂y

: CdΩ (1.60)

其中v(y)为权函数。

基于式（1.60），可以应用标准的有限单元法流程数值求解材料特征张

量 χ(y)。为了提高数值模拟的精度和收敛速度，Guedes and Kikuchi [78] 还讨论

了自适应有限元应在均匀化方法的应用。研究结果表明，由于复合材料内部各

组分之间的弹性模量存在较大差异，自适应加密网格能够较好地模拟由此引起

的应力集中，进而提高均匀化材料性质的计算精度。除了有限单元法，Chen

and Mehraeen [79] 尝试采用无网格（meshfree）方法进行了均匀化方法的数值分
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第 1章 绪论

析研究。

非线性均匀化方法的研究总体上来说有两类基本思路。一类思路倾向于

保证理论体系在数学上的严密性，将系统的控制方程考虑为某一类非线性

方程，进而针对特定的非线性控制方程建立对应的均匀化理论。 Evans [80]研

究了哈密顿-雅可比(Hamilton-Jacobi)方程以及非线性椭圆方程的均匀化问题。

Marchi [81]对非线性抛物线方程的均匀化问题进行了分析。 Caffarelli et al [82]讨论

了平稳各态历经介质中的非线性椭圆方程和抛物线方程的均匀化问题。最近，

Camilli and Marchi [83]又进一步讨论了非线性椭圆方程均匀化理论的收敛性和收

敛率。由于宏观结构的非线性响应非常的复杂，很难用一个方程完全的描述。

这就使得上面的这一类研究还大多停留在数学层面，很难直接应用于工程实际。

另一类思路则倾向于探求非线性产生的物理机理，将古典均匀化方法的结论直

接应用于非线性演化的微结构。在这种思路的指导下，考虑微观裂缝的产生和

发展，并采用均匀化方法的结果求解宏观等效材料性质，导致了多尺度损伤理

论，这部分内容将在下一小节中做简要回顾。

1.3.2 多尺度损伤理论

在外力的作用下，结构不可避免的要进入非线性。特别是对土木结构的分

析设计，简单地忽略非线性段而只考虑材料的线性性能会导致投资的浪费。然

而另一方面，材料的非线性表现又是非常复杂的，对于不同的材料而言，其非

线性具有本质的区别，很难加以统一地考虑。所以对于材料非线性的考虑必须

根据材料的特性加以针对性的考虑。前已述及，对于混凝土等脆性材料而言，

其非线性产生的本质是内部微裂缝的产生和发展导致的“软化”和“弱化”，

因此，混凝土的非线性性能特别适合用损伤力学理论加以反映。这里，将围绕

损伤理论来讨论均匀化方法的非线性推广及相应的多尺度损伤理论。

1999年以来，Fish及其合作者推广了经典摄动均匀化方法，建立了一类多

尺度损伤理论 [84,85]，考虑了损伤在多个尺度上的演化。在这一理论中，宏观尺

度上材料的“软化”和“弱化”采用宏观损伤变量考虑，而微观尺度上材料中

微裂缝的产生和扩展用微观损伤考虑。为了建立统一的均匀化方法体系，除了

位移场的摄动展开（1.52），另外引入损伤变量的摄动展开如下

ωε(x) = ω[0](x, y) + εω[1](x, y) + ...... (1.61)
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这里ω表示损伤标量。

考虑微观损伤引起的非线性，有应力-应变关系

σε(x) = {1 − ωε(x)}C : εε(x) (1.62)

将应变摄动展开式（1.53）和损伤摄动展开时（1.61）代入上面应力应变关系，

整理可得应力展开式

σε(x) =

∞∑︁
n=−1

εnσ[n](x, y) (1.63)

其中各阶应力摄动项⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
σ[−1] = {1 − ω[0]}C : ε[−1]

σ[k] = {1 − ω[0]}C : ε[k] +
∑︀k

r=0 ω
[k−r+1]C : ε[r−1] k ≥ 0

(1.64)

代入平衡方程∇ · σε + b = 0，经过一系列数学处理 [84]，可得微观损伤引起的附

加应变与宏观应变之间有如下简单的换算关系

εd(x) = ηd
∇

s
xu

[0](x) (1.65)

其中应变转换系数

ηd = −

[︃∫︁
ΩY

(1 − ω[0])G : C : GdΩ

]︃−1

::
[︃∫︁

ΩY

(1 − ω[0])G : C : AdΩ

]︃
(1.66)

其中张量A为无损材料宏观和微观应变的转换张量，可以由无损材料的特征张

量表示为：

A = ∇s
y ⊗ χ(y) (1.67)

无损材料的特征函数χ(y)可以由对应无损材料的特征方程（1.57）解出。张

量G与A的关系为

G = A − I (1.68)

其中I为4阶对称单位张量，其表达式为 I = 1
2(δikδ jl + δilδ jk)ei ⊗ e j ⊗ ek ⊗ el。

Fish多尺度损伤模型试图从多个尺度描述复合材料损伤的产生和发展过程，

在经典均匀化理论中引入损伤标量的多尺度展开，用以描述各个尺度损伤之间

的联系，最终建立一个比较完整的多尺度损伤理论体系。而Fish模型的局限性
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第 1章 绪论

也相当明显，多尺度损伤的摄动展开更多地是为了便于数学上的处理，但是这

种描述方式却在某种程度上掩盖了损伤的物理机制。这种从一个尺度的抽象损

伤再到另一个尺度上的抽象损伤的建模过程并没有深化人们对损伤的认识。虽

然可以由细观尺度的损伤演化计算得到宏观尺度的损伤演化，但是细观尺度的

损伤演化还是要依赖于直接的实验测定，其实验测定的难度并不低于宏观损伤

演化。所以这一类模型从本质上看并没有完整地体现出多尺度思想的实质。

细观尺度的损伤表现为具象的微裂缝和微缺陷的发展。近年来，Dascalu及

其合作者 [86–88]以及Alfaro et al [89]等研究者初步探索了由细观尺度微裂缝演化得

到宏观尺度损伤演化的多尺度理论框架，有迹象表明，这一方向上的研究正在

成为固体力学的热点内容。

根据Dascalu et al [86,87]的理论，首先将微裂缝看作微观结构的一部分，并对

包含微裂缝的材料结构（图 1.7）直接进行均匀化，可得其均匀化应变、应力以

及特征张量等表达式，这些结果与经典均匀化方法的结果一致。

 

1x

2x

t

宏观结构 

u



t



单胞 

1y

2y y

微裂缝 

 
图 1.7 包含微观裂纹的材料多尺度结构

Dascalu et al将损伤定义为微裂缝长度与微观单元体长度的比值，如果微观

单元体取单位长度，那么损伤就直接等于微观裂缝的长度。那么在能量分析的

基础上，可得如下能量平衡方程

d

dt

∫︁
Ωy

1
2
∇s

yu
[1] : C : ∇s

yu
[1]dΩ + 𝒢y

dd
dt

=

∫︁
CY
{N ⊗ [u̇[1]]} : C : ∇s

yu
[1]dS y (1.69)

式（1.69）左边第一项为单元体弹性能变化率，第二项为裂缝扩展能量耗散
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率，右边为外力功率。其中断裂能释放率𝒢y可以由裂缝端部的J积分 [90]求得。

式（1.69）给出的能量平衡是用微观位移u[1]表示的，经过一系列积分变换，

Dascalu et al建立起了损伤演化与宏观状态量之间的关系如下

1
2
dd
dt

(︃
∇s

yu
[0] :
dC
dd

: ∇s
yu

[0]
)︃
+𝒢y
dd
dt

+
d

dt

∫︁
CY

1
2

[u[1]]·σ[0] ·NdS y =

∫︁
CY

[u̇[1]]·σ[0] ·NdS y

(1.70)

然后，将均匀化理论的形式解（1.56）代入宏观能量平衡（1.70），再经过一系

列数学变换，可得如下损伤演化方程

dd
dt

(︃
1
2
∇s

yu
[0] :
dC
dd

: ∇s
yu

[0] +
𝒢y

ε
+ ∇s

yu
[0] : B : ∇s

yu
[0]

)︃
= 0 (1.71)

其中4阶张量B的分量表达式为

Bmnpq =
d

dd

{︃
1
2

∫︁
CY

Ci jkl

[︃
δmkδnl +

1
2

(︃
∂χmn

l

∂yk
+
∂χmn

k

∂yl

)︃]︃
N j

[︁
χ

pq
i

]︁
dS y

}︃
−

∫︁
CY

Ci jkl

[︃
δmkδnl +

1
2

(︃
∂χmn

l

∂yk
+
∂χmn

k

∂yl

)︃]︃
N j

[︃
χ

pq
i

dd

]︃
dS y

(1.72)

Dascalu et al利用得到的损伤演化表达式对某些实际结构进行了数值模拟。表明

多尺度损伤演化表达式能够很好地联系宏观尺度结构的非线性行为及微观尺度

微裂缝的产生和扩展。同时数值模拟的结果还表现出了显著的尺寸效应（size

effect） [91]，即所得多尺度损伤演化依赖于单元体几何尺寸的变化，这与非线性

断裂力学的研究结论 [92]具有一致性，也从一个侧面验证了模型的正确性。

Dascalu多尺度损伤模型着眼于细观微裂缝的演化，将均匀化方法直接应用

于带有微裂缝的单元体，采用能量作为联系宏观性能和细观微裂缝演化的工具，

为多尺度损伤力学的研究提供了非常有价值的思路。然而，这一模型过于简单

地采用裂缝的几何尺寸定义损伤变量，由此得到的损伤演化并不能直接应用于

宏观结构的分析，而是还需要进一步求解等效材料刚度张量作为结构分析的依

据。从本质上而言，这样的处理方式并没有将损伤力学实质性地引入到多尺度

分析的框架里面来，更没有发挥损伤力学在结构非线性模拟中的优势。

1.4 本论文主要思路和工作

从物理的角度出发，建立混凝土的非线性本构关系，以期合理反应混凝土

的非线性、随机性以及率相关性，进而为重大工程结构的分析和设计提供科学
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基础，是本文研究的根本目标。基于我们对混凝土物理力学性质的理解，通过

对国内外研究的系统性梳理，形成了如下基本研究思路：

∙ 将连续介质损伤理论作为混凝土宏观本构关系模型的基本理论框架。

∙ 从细观尺度建立综合反映混凝土非线性、随机性和率相关性的细观损伤物

理模型。

∙ 分别以细观随机断裂模型和数值多尺度损伤理论为基础建立宏、细观尺度

之间的联系，在不同层次上揭示损伤的演化物理机理，并在动力损伤研究

中做出可能的扩展。

∙ 将数值分析作为宏观和细观分析的基本工具。

根据上述基本思路，本文主要工作安排如下：

(1) 第二章结合混凝土损伤力学的最新进展，考虑率敏感效应，在双标量弹塑

性本构模型基础上建立考虑混凝土塑性、损伤和率相关性的完整的混凝土

连续损伤理论框架，作为宏观结构分析的基础。

(2) 第三章在细观随机断裂模型基础上深入研究弹塑性随机损伤本构关系，利

用能量等效应变的观念建立较为完整的弹塑性随机损伤模型，并引入细观

滞回的概念对这一类模型进行扩展。

(3) 第四章基于经典均匀化理论，以能量作为尺度之间联系的媒介，建立基于

能量的多尺度损伤表示理论，发展多尺度损伤本构模型，结合细观与宏观

数值方法进行结构多尺度损伤和破坏的数值模拟。

(4) 第五章从细观尺度对动力损伤产生的原因和机理进行探讨，初步研究动力

加载条件下材料损伤和断裂的物理规律。

(5) 第六章对全文的研究进行总结，并对今后的工作提出展望。
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同济大学 博士学位论文 基于多尺度分析的混凝土随机损伤本构理论研究

第第第 2章章章 混混混凝凝凝土土土宏宏宏观观观损损损伤伤伤力力力学学学理理理论论论及及及扩扩扩展展展

连续介质损伤力学理论旨在系统研究材料宏观力学性能的劣化及其在结构

分析中的数学建模问题。现代连续介质损伤力学将体系构筑在不可逆热力学

理论之上，引入损伤变量作为内变量，用以描述材料的一维和多维非线性演

化，可直接应用于一般结构的非线性数值分析。混凝土连续介质损伤力学则是

针对性地描述混凝土的代表性非线性特征，在一般连续介质损伤力学的基础上

引入了某些技巧，进而得到的适合于描述混凝土材料非线性性能的连续介质损

伤力学体系。本章在吴建营、李杰提出的混凝土双标量弹塑性损伤模型的基础

上 [20,35–39]，考虑应变率效应，发展了综合考虑弹塑性损伤与率相关特征的混凝

土损伤力学模型，作为混凝土宏观非线性性能描述的理论框架，同时，也为将

本文的研究应用于实际结构的分析建立了标准的接口。

在混凝土连续介质损伤力学建模之初，需要先研究混凝土的基本非线性特

征。

2.1 混凝土的基本非线性特征

由于其内部结构的复杂性以及在成型过程中所经历的复杂的物理化学变化，

混凝土在外力作用下表现出异常复杂的非线性性质。然而经过长期的实验观察

和理论研究，研究者已经对混凝土的非线性性态有了较为系统的认识，并进行

了总结和归纳 [3,20]。一般认为，在混凝土众多的非线性性质中，下述几个方面

对于结构分析有着的显著的影响。

2.1.1 受压软化与受拉刚化

混凝土在外力作用下，由于其中内部微裂缝的产生和扩展，使得其应力应

变关系逐渐偏离线性，进入非线性阶段。虽然混凝土在受压和受拉作用下强度

迥异，但是其非线性行为却都表现出某种“软化”和“弱化”特征，具有一定

的一致性。然而，对于这两种“劣化”效应的研究是分别展开的，并且不同的
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第 2章 混凝土宏观损伤力学理论及扩展

研究所取的参照各不相同，这就导致对应的描述的术语截然相反。对于受压

（图 2.1），研究者取完全弹塑性行为作为参照，将混凝土的受压非线性定义为

“软化”（softening） [93]；而对于受拉（图 2.2），研究者取完全弹脆性行为作为

参照，将混凝土的受压非线性行为定义为“刚化”（stiffening） [94]。本文认为，

采用“软化”统一地表述混凝土峰值以后的非线性行为较为合适。

 




理想弹塑性 

软化 

图 2.1 单调加载下混凝土单轴受压应力应变曲线 



理想弹脆性 

刚化 

图 2.2 单调加载下混凝土单轴受拉应力应变曲线

2.1.2 单边效应

混凝土的单边效应来源于其中微裂缝的张开和闭合。我们知道，微裂缝实

际上具有两种状态，即张开和闭合。张开状态的微裂缝对混凝土的宏观性能有

明显的影响，而闭合状态的微裂缝对混凝土的作用则复杂得多，总体而言其对

混凝土宏观性能的影响要小，实际分析中甚至假定闭合微裂缝对混凝土的宏观

性能没有作用，等价于无裂缝状态。而在实际服役过程中，混凝土结构可能承

受地震等往复荷载的作用，这类往复荷载会导致混凝土材料在受拉和受压状态

之间发生转换，同时导致了其中微裂缝的张开和闭合。微裂缝的张合使得在受
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同济大学 博士学位论文 基于多尺度分析的混凝土随机损伤本构理论研究

拉、受压转换过程中，混凝土的刚度会出现不连续变化，受拉状态下混凝土的

刚度迅速减小，而转换到受压状态时其刚度又得到一定程度的恢复。对上述现

象，一般定义为混凝土在反复加载状态下的单边效应 [95]。

2.1.3 残余应变

0 - 1 0 0 0 - 2 0 0 0 - 3 0 0 0 - 4 0 0 0 - 5 0 0 0
0

- 5

- 1 0

- 1 5

- 2 0

- 2 5

- 3 0

Str
es

s (
MP

a)

S t r a i n  ( 1 0 - 6 )

图 2.3 重复加载下混凝土单轴受压应力应变曲线 [96]

0 1 0 0 2 0 0 3 0 0 4 0 0 5 0 0
0 . 0

0 . 5

1 . 0

1 . 5

2 . 0

2 . 5

3 . 0

3 . 5

Str
es

s (
MP

a)

S t r a i n  ( 1 0 - 6 )

图 2.4 重复加载下混凝土单轴受拉应力应变曲线 [97]

混凝土加载进入非线性段之后再卸载至应力为0，此时其应变不会恢复至0，

而是有一定的残余，称之为残余应变，通常残余应变会随着最大加载应变的增

大而增大（如图 2.3和图 2.4）。应该特别注意的是，混凝土的残余应变与金属材
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第 2章 混凝土宏观损伤力学理论及扩展

料的塑性变形有着明显的区别。后者主要来源于金属内部的位错及其运动，而

前者产生的原因则非常复杂。一般认为，水泥凝胶体的粘塑性变形与基体中微

裂缝的不完全闭合共同作用是产生混凝土残余应变的原因。

2.1.4 拉压软化与约束强化

在多维受力状态下，混凝土在不同加载方向上的响应之间会产生复杂相互

影响，这就使得多维受力情况下混凝土的性能与一维受力情况下有很大的不同。

Kupfer et al [98] 最早对混凝土的二轴受力性能进行了精确地实验研究，测得了混

凝土的二维强度包络线如图 2.5所示。根据Kupfer et al的试验结果：在双轴拉压

- 1 . 4 - 1 . 2 - 1 . 0 - 0 . 8 - 0 . 6 - 0 . 4 - 0 . 2 0 . 0 0 . 2

- 1 . 4

- 1 . 2

- 1 . 0

- 0 . 8

- 0 . 6

- 0 . 4

- 0 . 2

0 . 0

0 . 2

1
cf

�

2
cf

�

图 2.5 混凝土二维强度包络图 [98]

区，不论是混凝土的抗拉强度还是其抗压强度，都会因为垂直方向应力的存在

而降低，这种现象称为拉压软化；而在双轴受压区，由于垂直方向约束压应力

的存在，使得混凝土的抗压强度有所提高，这种现象被称为约束强化。三维受

力状态下，混凝土的约束强化更加明显。实验表明，在围压作用下，混凝土的

抗压强度甚至可以有几倍乃至几十倍的提高 [99,100]。
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图 2.6 混凝土动态受压强度提高 [101–115]

（图中 fdc为混凝土动态抗压强度， fc为混凝土静态抗压强度）
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图 2.7 混凝土动态受拉强度提高 [103,106,116–121]

（图中 fdt为混凝土动态抗拉强度， ft为混凝土静态抗拉强度）
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第 2章 混凝土宏观损伤力学理论及扩展

2.1.5 应变率效应

早在20世纪初，人们已经发现混凝土是一种率敏感材料（1917年，

Abrams在对混凝土进行动载（应变速率约为2×10−4/s）和静载（应变速率

约为8×10−6/s）压缩试验时发现混凝土抗压强度存在速率敏感性 [101]）。但是，

直到20世纪60～70年代，由于经济建设和军事方面的需要，混凝土的动力特性

才受到更多研究者的重视，至今已经积累了丰富的动力强度试验的结果。由

图 2.6和图 2.7显然可知，动力作用下混凝土的强度有显著得提高，抗拉强度的

率敏感性较抗压强度更强。同时动态强度的提高存在明显的拐点，这从一个侧

面说明随着加载速率的提高，率敏感性的控制因素可能发生了转换。

2.2 不可逆热力学框架

不可逆热力学是建立一般性的多维弹塑性损伤力学的理论基础。

引入应变张量的弹、塑性分解 [28]

ε = εe + εp (2.1)

其中εe和εp为总应变 ε的弹性和塑性分量。

引入等效应变假定 [28,122]之后，可定义有效应力张量为

σ = C0 : εe = C0 : (ε − εp) (2.2)

此处C0为未损伤材料的弹性刚度张量，而:表示张量的二重缩并。

为了将材料的弹性、塑性和损伤统一考虑到一个理论框架中，现代损伤

力学引入了不可逆热力学中 Helmholtz自由能势（HFE）的概念 1○。弹塑性损

伤Helmholtz自由能势一般表示为如下形式

ψ(εe,D, q) = ψe(εe,D) + ψp(D, q) (2.3)

其中D为4阶损伤张量，而q为应力空间塑性内变量组成的向量。

1○ 在不可逆热力学中，常用的自由能势有两类，即Helmholtz自由能势和Gibbs自由能势。前者适用于等
温过程，而后者适用于等压绝热过程。对于一般的固体受力问题，特别是在体积变化并不明显的条件

下，二者具有一致性，所以在一般的书籍或者文献中统一将其表示为Helmholtz自由能势。
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同济大学 博士学位论文 基于多尺度分析的混凝土随机损伤本构理论研究

上式中，为了分别考虑弹性损伤和塑性损伤，将弹塑性损伤Helmholtz自由

能势ψ做了分解，通过分解，得到弹性Helmholtz自由能势ψe和塑性Helmholtz自

由能势ψp。其中考虑完全4阶损伤张量的弹性Helmholtz自由能势定义为

ψe(εe,D) =
1
2
εe : (I − D) : C0 : εe (2.4)

塑性Helmholtz自由能势的表达式将在下文中讨论。

根据不可逆热力学定律，任何不可逆热力学过程都要满足下述克劳修斯-杜

哈美不等式

−ψ̇ + σ : ε̇ ≥ 0 (2.5)

对Helmholtz自由能势（2.3）求时间导数，有

ψ̇ =
∂ψe

∂εe : ε̇e +
∂ψ

∂D
:: Ḋ +

∂ψp

∂q
· q̇ (2.6)

其中::表示四阶张量的全缩并，定义为 A :: B = Ai jklBi jkl。

将上式代入克劳修斯-杜哈美不等式（2.5）并整理，可得(︃
σ −

∂ψe

∂εe

)︃
: ε̇e −

∂ψ

∂D
:: Ḋ +

(︃
σ : ε̇p −

∂ψp

∂q
· q̇

)︃
≥ 0 (2.7)

式（2.7）成立的充分条件为下述一个等式

σ =
∂ψe

∂εe (2.8)

和两个不等式

−
∂ψ

∂D
:: Ḋ ≥ 0 (2.9)

σ : ε̇p −
∂ψp

∂q
· q̇ ≥ 0 (2.10)

由等式（2.8）可知固体的的实际应力（Cauchy应力）只与弹性应变有关，将弹

性Helmholtz自由能势（2.4）代入等式（2.8），整理可得损伤本构关系如下：

σ = (I − D) : σ = (I − D) : C0 : (ε − εp) (2.11)
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第 2章 混凝土宏观损伤力学理论及扩展

将损伤本构关系（2.11）代入不等式（2.10）可得如下演化不等式

(I − D) : σ : ε̇p −
∂ψp(D, q)

∂q
· q̇ ≥ 0 (2.12)

式（2.12）取等号，积分可得塑性Helmholtz自由能势函数为

ψp =

∫︁
(I − D)σ : dεp (2.13)

式（2.12）中定义的演化条件中，塑性与损伤有着耦合作用，若基于此直

接建立塑性损伤理论，则在数值求解过程中，中间解需要在塑性子空间与损伤

子空间之间反复迭代，而两个子空间之间的迭代既大大增加了计算量，又非常

不利于计算收敛。所以，需要考虑式（2.12）的适当简化。本文作者认为，若

考虑式中（2.12）损伤变量是可分离变量的，即存在四阶张量 Ap(q)，使得

ψp(D, q) = (I − D) :: Ap(q) (2.14)

代入（2.12），则可得

σ : ε̇p −
∂ψ

p
0

∂q
· q̇ ≥ 0 (2.15)

其中，初始塑性Helmholtz自由能势

ψ
p
0(q) = I :: Ap(q) (2.16)

此时塑性应变的演化只与有效应力有关。

基于式（2.15）建立起来的塑性理论称为有效应力空间塑性力学，我们将

在第2.4节中详细讨论这一部分内容。此处我们仅指出，有效应力空间塑性力学

实际上是对完全弹塑性损伤理论的一种近似，只有当损伤变量与塑性函数之间

可分离，即式（2.14）满足时，其在理论上才精确成立。从应用层面讲，可分

离假定不会引起很大的误差。

由不等式（2.9）可得与损伤变量D对偶的损伤能释放率，即

Y = −
∂ψ

∂D
=

1
2
εe ⊗ C0 : εe −

∂ψp(D, q)
∂D

(2.17)

再一次应用前述的可分离假设，即式（2.14），可得

Y = −
∂ψ

∂D
=

1
2
εe ⊗ C0 : εe + ψ

p
0(q)I (2.18)
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一般，取损张量D为损伤能释放率Y的单调递增函数，代入式（2.9）左端，有

−
∂ψ

∂D
:: Ḋ = Y ::

∂D
∂Y

:: Ẏ (2.19)

上式右端第一项大于等于0，由于单调性，第二项与第三项同号，因此上式将大

于等于0，满足不等式（2.9）。

由式（2.18）可知，虽然可分离假定将损伤从塑性演化中剥离出来，但是

塑性演化仍然通过损伤能释放率对损伤演化有影响，从这个意义上讲，经可分

离假定简化后的模型考虑了塑性与损伤之间的单向耦合作用。此时建立的损伤

理论可以将塑性子空间的求解与损伤子空间的求解顺序进行，而不用在两个子

空间之间迭代。由于单向耦合性的存在，两个子空间的求解顺序也不能颠倒。

2.3 损伤子空间理论

一般认为，采用四阶张量可以较为完全地表现混凝土损伤的各向异性性

质 [20]，然而完全四阶张量表示的损伤很难通过有效手段测量，也就不能通过实

测得到其损伤准则。同时。完全张量形式的损伤其计算和模拟也非常困难，所

以需要进行简化。简化过程中既需要降低计算和测量的难度，同时又不能破坏

理论的严谨性。

2.3.1 损伤张量的分解和相关状态量的表示

在数学和力学上，对高阶向量空间进行简化的有效方法，就是将其投影到

子空间中。对于四阶损伤张量，也存在类似的简化方法。

假定四阶张量空间的N阶子空间由一组基张量
{︁
PI | I = 1, 2, ...,N

}︁
张成，不同

的基张量代表不同的损伤机制， N表示需要考虑的损伤机制的数量。那么一般

四阶损伤张量可表示为

D ≈
N∑︁

I=1

dIPI (2.20)

其中dI为广义坐标。

对于损伤张量D，其每一个广义坐标的取值都定义在[0, 1]区间内，取0值表

示完全没有损伤产生而1表示损伤发育完全。如果每一个广义坐标都取1，损伤
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张量的取值将为4阶单位张量I，由此得
N∑︁

I=1

PI = I (2.21)

式（2.21）定义为损伤基张量的单位分解性质。

广义坐标dI均为标量，这就为损伤的表述带来的极大的方便。将损伤张量

分解式（2.20）代入弹性Helmholtz自由能势表达式（2.4），有

ψe =
1
2
εe :

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝I − N∑︁
I=1

dIPI

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ : C0 : εe

=

N∑︁
I=1

{︃
1
2

(1 − dI)εe : PI : C0 : εe
}︃

=

N∑︁
I=1

{︃
1
2

(1 − dI)
(︁
PI : σ

)︁
: C−1

0 : σ
}︃

(2.22)

将损伤基张量单位分解式（2.21）两端同乘以有效应力，可得有效应力分解

σ =

N∑︁
I=1

σI
=

N∑︁
I=1

PI : σI (2.23)

将有效应力分解（2.23）代入弹性能表达式（2.22），整理可得

ψe =

N∑︁
I=1

{︃
1
2

(1 − dI)σI : C−1
0 : σ

}︃
(2.24)

下面考虑材料的塑性Helmholtz自由能势。将损伤张量分解（2.20）以及有

效应力张量分解式（2.23）代入式（2.13），可得塑性Helmholtz自由能势如下：

ψp =

N∑︁
I=1

∫︁
(1 − dI)σI : dεp (2.25)

综合式（2.24）与式（2.25），可得总Helmholtz自由能势为

ψ = ψe + ψp =

N∑︁
I=1

[︃
1
2

(1 − dI)σI : C−1
0 : σ +

∫︁
(1 − dI)σI : dεp

]︃
(2.26)

与各损伤标量dI对应的损伤能释放率也是标量，可表示为

Y I = −
∂ψ

∂dI =
1
2
σI : C−1

0 : σ +

∫︁
σI : dεp (2.27)

37

任
晓
丹
博
士
学
位
论
文



同济大学 博士学位论文 基于多尺度分析的混凝土随机损伤本构理论研究

由于损伤变量dI本身为标量，同时不考虑不同机制损伤之间的耦合，那么其标

量函数qd就可取为其本身，于是相应的损伤准则为

F I(Y I) − dI = 0 ⇐⇒ dI = F I(Y I) (2.28)

值得指出，损伤演化函数F I不能在连续损伤框架内给出。传统连续介质损伤理

论采用一维试验结果拟合之，本文后续章节中试图通过细观力学方法解得。

2.3.2 双标量损伤模型

对于混凝土、岩石等伪脆性材料，其在拉、压应力作用下表现出迥异的性

质，损伤的生成和演化均有很大不同，所以至少需要引入两个损伤变量，分别

描述这两类损伤的演化，这就是双标量损伤模型。此时4阶损伤张量分解为

D = d+P+ + d−P− (2.29)

其中d+与d−分别为受拉损伤变量和受压损伤变量 1○， P+与P−分别为损伤变量对

应的基张量，满足如下单位分解关系

P+ + P− = I (2.30)

基张量P+与P−分别代表受拉与受压的损伤发展的主方向，如果认为损伤发

展的主方向与对应有效应力的主方向一致，即受拉损伤在主拉有效应力方向发

展，而受压损伤在主压有效应力方向上发展，那么可以用有效应力的主方向代

替损伤的主方向 [30,39]，有如下投影张量表达式⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
P+ =

∑︀
i H(σ̂i)(pi ⊗ pi ⊗ pi ⊗ pi)

P− = I − P+
(2.31)

其中σ̂i与pi分别为有效应力σ的第i阶特征值和单位化特征向量。对应的有效应

力分解为 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
σ+

= P+ : σ =
∑︀

i⟨σ̂i⟩(pi ⊗ pi)

σ− = P− : σ = σ − σ+
(2.32)

1○ 这里的受压主要针对自由受压情形，此时混凝土的损伤和破坏受内部的剪切微裂缝的控制，所以对应

的损伤称为受压损伤或受剪损伤。
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与上式相对应的损伤能释放率为⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Y+ = 1

2σ
+ : C−1

0 : σ +
∫︀
σ+ : dεp

Y− = 1
2σ
− : C−1

0 : σ +
∫︀
σ− : dεp

(2.33)

在吴-李模型中对上述损伤能释放率表达式做了进一步简化。他们注意到：

在受拉应力状态下，其塑性变形的发展极其有限，故可以忽略受拉应力状态下

的塑性Helmholtz自由能势，因此，受拉损伤能释放率可简化为

Y+ =
1
2
σ+ : C−1

0 : σ

=
1

2E0

[︃
2(1 + ν0)

3
3J

+

2 +
1 − 2ν0

3
(I

+

1 )2 − ν0I
+

1 I
−

1

]︃ (2.34)

对于受压部分，将未损伤材料考虑为各向同性材料，可得弹性Hemholtz自

由能势为

1
2
σ− : C−1

0 : σ =
1

2E0

[︃
2(1 + ν0)

3
3J
−

2 +
1 − 2ν0

3
(I
−

1 )2 − ν0I
+

1 I
−

1

]︃
(2.35)

而对于塑性Hemholtz自由能势的具体表达，本文在下一节中进行了详细的讨论，

这里先引用其结果讨论对应的损伤的演化。将Drucker-Prager型塑性应变演化方

程（2.82）代入受压损伤能释放率的塑性部分，有∫︁
σ− : dεp =

∫︁
σ− :

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
√︂

3
2

s
||s||

+ α1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ dλp

=
b

2E0

(︃
3J
−

2 + αI
−

1

√︁
3J2 −

1
2

I
+

1 I
−

1

)︃ (2.36)

此处b =

√︁
8
3
λpE0
||s|| 定义为材料硬化模量，为材料常数。则受压损伤能释放率

Y− =
1
2
σ− : C−1

0 : σ +

∫︁
σ− : dεp

=
1

2E0

{︃[︃
b +

2(1 + ν0)
3

]︃
3J
−

2 + bαI
−

1

√︁
3J
−

2 +
1 − 2ν0

3
(I
−

1 )2 −

(︃
b
2

+ ν0

)︃
I
+

1 I
−

1

}︃ (2.37)

上述表达式仍然比较复杂，不利于实际计算。在吴-李模型中，建议在适当选取

参数的基础上，使得受压损伤能释放率近似满足完全平方形式，即取：

Y− = b0

(︃
αI
−

1 +

√︁
3J
−

2

)︃2

(2.38)
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根据式（2.28），可以在一般意义上给出损伤演化方程的基本形式为⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
d+ = g+

Y(Y+)

d− = g−Y(Y−)
(2.39)

上述损伤演化（2.39）是基于损伤能释放率表达的，而实际由试验得到的

一维损伤演化往往表达成应变的形式，即损伤标量是单轴应变或者弹性应变的

函数，如下： ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
d+ = g+(εe+)

d− = g−(εe−)
(2.40)

损伤能释放率Y±与单轴应变εe±并不直接对等。因此，基于单轴应变建立的

一维损伤演化函数往往不能直接应用于基于损伤能释放率表示的多维损伤演

化。本文在文献 [2,51]的启发下，基于损伤一致性条件，进一步推导了能量能效

应变表达式，以便可以直接采用一维损伤演化函数（2.40）表示多维加载条件

下的损伤演化。

损损损伤伤伤一一一致致致性性性条条条件件件：如果两个应力状态的损伤能释放率相等，那么二者的损

伤变量取值就相等，并且与二者的具体受力状态无关。

图 2.8中给出了二维损伤演化的几何结构。根据损伤一致性条件，在损伤等

值线上的各应力状态损伤能释放率保持不变，其损伤变量的取值也相等。因此

对于任意一个二维受力状态 (εe
1, ε

e
2)，可以获得与一维受力状态能量等效的应变

εe，按照这一应变由一维损伤演化方程计算损伤变量，所得损伤变量值将与直

接基于二维应力状态计算的损伤值是相同的。

一般地，对于三维应力状态，损伤能释放率亦可表示为⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Y+ = Y+(εe

1, ε
e
2, ε

e
3)

Y− = Y−(εe
1, ε

e
2, ε

e
3)

(2.41)

而对于一维应力状态，将(σ1 = E0ε
e, σ2 = 0, σ3 = 0)分别代入受拉损伤能释放率

（2.34）和受压损伤能释放率（2.38），可得⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
y+ =

E0
2 (εe+)2

y− = b0[(α − 1)E0ε
e−]2

(2.42)
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图 2.8 损伤演化的几何结构

显然，这个特定条件下三维受力状态的损伤能释放率等于单轴受力状态的损伤

能释放率 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Y+ = y+

Y− = y−
(2.43)

根据损伤一致条件，在损伤等面上，一般三维受力状态亦满足上述关系，因此，

可解得与多维受力状态等效的单轴应变如下⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ε+

eq =
√︁

2Y+

E0

ε−eq = 1
(α−1)E0

√︁
Y−
b0

(2.44)

其中ε+
eq与ε

−
eq定义为能量等效应变。

因此，多维损伤演化可由试验确定的一维损伤演化函数以能量等效应变表

示为 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
d+ = g+(ε+

eq)

d− = g−(ε−eq)
(2.45)

41

任
晓
丹
博
士
学
位
论
文



同济大学 博士学位论文 基于多尺度分析的混凝土随机损伤本构理论研究

其中，g±(·)的具体形式可分别由单轴受拉与受压试验确定。

2.3.3 一维经验损伤演化函数

直接对混凝土一维试验结果进行拟合得到的本构关系称为经验本构关系。

常用的一维经验本构关系包括过镇海模型 [123]和Mander模型 [124]。

现行《混凝土结构设计规范》（GB20010-2002）附录C.2中基于过镇海模型，

给出了混凝土单轴应力应变关系。对于单轴受压受力状态，其应力应变关系为：

y =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
αax + (3 − 2αa)x2 + (αa − 2)x3 x ≤ 1

x/[αd(x − 1)2 + x] x > 1
(2.46)

式中αa与αd分别为混凝土单轴受压应力-应变曲线上升段、下降段的参数值，而

x =
ε

εc
(2.47)

y =
σ

fc
(2.48)

fc与εc分别为单轴受压峰值应力与峰值应变。混凝土单轴受拉的应力-应变曲线

可按下列公式确定：

y =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1.2x − 0.2x6 x ≤ 1

x/[αt(x − 1)1.7 + x] x > 1
(2.49)

αt混凝土单轴受拉应力-应变曲线下降段的参数值，而

x =
ε

εt
(2.50)

y =
σ

ft
(2.51)

ft与εt分别为单轴受拉峰值应力与峰值应变。

通过进一步研究我们发现，虽然规范建议的应力应变曲线能够很好的拟合

混凝土的试验曲线，但是由于其内在的经验性，在某些细节上并不能准确反映

混凝土的性能，特别是对于多项式形式的上升段，在某些条件下会引起计算结

果的奇异性，不能直接用于单轴损伤演化函数的建立。
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1988年，Mander等人在大量试验的基础上建议了下述混凝土应力应变关

系，在此后的20年间得到了广泛的应用，其表达式为

y =
nx

n − 1 + xn (2.52)

其中

n =
Ecεct

Ecεct − fct
(2.53)

x =
ε

εct
(2.54)

y =
σ

fct
(2.55)

Ec为混凝土的弹性模量， fct为应力应变曲线的峰值应力，而εct为应力应变曲线

的峰值应变。

Mander模型中受拉与受压应力应变曲线采取统一的表达式，通过峰值应力

与峰值应变的参数取值加以区别。另一方面，Mander模型采用一段形式的混凝

土应力应变表达式，虽然保持了曲线的连续性和表达的简洁性，但是实际中混

凝土的下降段差别很大，很难直接采用峰值强度、峰值应变以及弹性模量直接

确定，所以宜引入相关参数描述混凝土下降段的形状，这样也有利于数值模

拟。

本文综合考虑上述两个模型，建议采用Mander模型的上升段与《规范》建

议模型的下降段表示混凝土的单轴应力应变模型。同时注意到，《规范》建议模

型中，受拉应力应变曲线的下降段表达式与受压曲线的下降段表达式的差别很

小，为了实际应用的方便，建议统一给出混凝土单轴受拉和受压的应力应变曲

线表达，有

y =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
nx

n−1+xn x ≤ 1

x
αct(x−1)2+x x > 1

(2.56)

其中参数的表达式如式（2.53）、（2.54）和（2.55）。

另一方面，对于双标量本构关系，其一维应力应变关系可以统一表示为

σ = (1 − d±)Ecε (2.57)
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联立式（2.56）与式（2.57），可解得一维经验损伤演化方程为

d± =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1 − ρctn

n−1+xn x ≤ 1

1 − ρct
αct(x−1)2+x x > 1

(2.58)

其中

ρct =
fct

Ecεct
(2.59)

此处统一以下标“c”来表示受压损伤演化的相关参数，而以下标“t”来表示

受拉损伤演化的相关参数。

2.4 塑性子空间理论

塑性应变的演化与有效应力 σ有关，本节将直接在有效应力空间建立塑性

演化的理论框架。

2.4.1 弹塑性理论

类比经典塑性理论，可建立塑性演化方程如下

ε̇p = λ̇pΓ(σ, q) (2.60)

与

q̇ = −λ̇pH(σ, q) (2.61)

其中λp为塑性流动因子。

塑性演化函数

Γ(σ, q) =
∂Gp(σ, q)

∂σ
(2.62)

其中Gp(σ, q)为演化势函数，而塑性硬化函数

H(σ, q) = Cp ·
∂Gp(σ, q)

∂q
(2.63)
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其中Cp为塑性硬化刚度张量。至此得到有效应力空间的塑性演化方程
1○。

在有效应力空间中定义屈服势函数如下

F p(σ, q) = 0 (2.66)

则控制塑性应变演化的Kuhn-Tucker条件可表示为

F p ≤ 0 , λ̇p ≥ 0 , λ̇pF p ≤ 0 (2.67)

对式（2.66）求时间导数可得塑性一致性条件如下

Ḟ p(σ, q) =
∂F p(σ, q)

∂σ
: σ̇ +

∂F p(σ, q)
∂q

· q̇ = 0 (2.68)

对有效应力（2.2）求时间微分，有

σ̇ = C0 : (ε̇ − ε̇p) = C0 :
(︁
ε̇ − λ̇pΓ

)︁
(2.69)

将式（2.65）及式（2.69）代入塑性一致性条件（2.68），可解得塑性流动因子

λ̇p =

∂F p

∂σ : C0 : ε̇
∂F p

∂σ : C0 : Γ + ∂F p

∂q ·H
(2.70)

如果考虑相关流动法则，取Gp = Fp，那么塑性流动因子为

λ̇p =

∂F p

∂σ : C0 : ε̇
∂F p

∂σ : C0 : ∂F p

∂σ + ∂F p

∂q · Cp ·
∂F p

∂q
(2.71)

将塑性流动因子表达式（2.70）代入有效应力率表达式（2.69），可得

σ̇ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝C0 −
C0 : Γ ⊗ ∂F p

∂σ : C0

∂F p

∂σ : C0 : Γ + ∂F p

∂q ·H

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ : ε̇ (2.72)

1○ 也可以在应变空间定义一组完全等价的塑性变量，为

q̇ = −Cp · κ̇ ⇐⇒ κ̇ = −C−1
p · q̇ (2.64)

综合式（2.65）、（2.63）和（2.64），可解得应变空间塑性变量的演化方程

κ̇ = λ̇p ∂Gp(σ, q)
∂q

(2.65)
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可定义

Cep = C0 −
C0 : Γ ⊗ ∂F p

∂σ : C0

∂F p

∂σ : C0 : Γ + ∂F p

∂q ·H
(2.73)

为弹塑性切线刚度张量。对于相关塑性流动，弹塑性切线刚度张量

Cep = C0 −
C0 : ∂F p

∂σ ⊗
∂F p

∂σ : C0

∂F p

∂σ : C0 : ∂F p

∂σ + ∂F p

∂q · Cp ·
∂F p

∂q
(2.74)

为对称张量。

一般的，屈服函数可做如下分解：

F p(σ, q) = F p
0 (σ + q2) + R(q1 − fy) (2.75)

F p
0 (·)为材料的等效单轴屈服应力函数；R(·)为屈服面半径；应力空间塑性变

量q = {q1, q2}
T为二维向量， q1为等向硬化的量度，q2为运动硬化的量度； fy0为

材料的初始屈服应力。同时，可定义材料的后继屈服应力为 fy = fy0 − q1。

在土工材料的塑性模型中，常将屈服函数进一步简化为如下形式

F p(σ, q) = F p
0 (σ) − c (2.76)

其中c为内聚力函数。

上式忽略了运动强化，而只考虑各向同性强化。土工材料中常用的屈服函

数，如Mohr-Coulomb屈服函数或者 Drucker-Prager屈服函数 [125]，并不完全适用

于混凝土材料。原因是混凝土的塑性除了存在与土工材料一致的内摩擦机制以

外，还具有对主拉应力的敏感性。

Lee and Fenves [29]在Lubliner et al [24]研究的基础上，考虑了最大主拉应

力σ̂max对Drucker-Prager模型的修正，建议了屈服函数的表达式，Wu et al [39] 又

将其引入到有效应力空间，得到如下屈服函数表达式

F p(σ) =

(︃
αI1 +

√︁
3J2 + β⟨σ̂max⟩

)︃
− (1 − α)c (2.77)

式中α为材料参数，表示为

α =

f −b0
f −0
− 1

2 f −b0
f −0
− 1

(2.78)
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其中 f −0与 f −b0分别为混凝土的单轴受压与双轴受压初始屈服强度，二者之

比 f −b0/ f −0是混凝土重要的力学参数，实验测定结果为1.15～1.25。而β和c则是后

继屈服强度的函数，其表达式为⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
β =

f −y
f +
y

(1 − α) − (1 + α)

c = f −y
(2.79)

其中 f +
y 和 f −y 分别为混凝土后继抗拉强度和后继抗压强度，二者均可定义为等效

塑性应变向量κ的函数。

吴-李模型中 [20]，取混凝土的演化势函数为修正的Drucker-Prager型函数，

为

Gp = αI1 +

√︁
3J2 − (1 − α)c (2.80)

塑性应变演化函数

Γ =
∂Gp

∂σ
=

√︂
3
2

s
||s||

+ α1 (2.81)

式中二阶张量的范数定义为||s|| =
√

s : s；而1表示二阶单位张量。

将式（2.81）代入式（2.60），可得塑性应变的Drucker-Prager型演化方程为

ε̇p = λ̇p

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
√︂

3
2

s
||s||

+ α1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (2.82)

上式表明的塑性应变演化包含体积分量。

2.4.2 经验塑性模型

前述推导已经建立起了比较完整的有效应力空间塑性力学体系。但是材料

的塑性硬化函数 H与塑性硬化模量Cp并不能在塑性理论体系内直接确定，需要

借助体系外的方法，譬如试验数据拟合或者细观塑性分析。而目前对混凝土塑

性变形产生的细观机制并没有了解得十分清楚，所以不少研究者采用经验塑性

模型得到材料的硬化函数和模量 [30,96]。

首先考虑单轴受压状态(σ1 = σ2 = 0, σ3 = σ < 0)。此时有⟨σ⟩max = 0，因
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此屈服函数（2.77）与演化式函数（2.80）具有相同的表达式，有

F p = Gp = αI1 +

√︁
3J2 − (1 − α)c = 0 (2.83)

其中粘聚性函数c = c(κ)为应变空间塑性变量的函数。

比较式（2.75）与式（2.83）可以解得⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
R = 1 − α

c(κ) = −q1 + fy
(2.84)

由式（2.65）可解得应变空间塑性变量的演化

κ̇ = λ̇p∂Gp

∂q
= λ̇p∂Gp

∂c
∂c
∂q1

= λ̇p(1 − α) = κ̇ (2.85)

另一方面，由式（2.82）得

ε̇p : ε̇p =
(︁
λ̇p

)︁2
(︃
3
2

+ α2
)︃

(2.86)

将式（2.86）代入（2.70）并考虑时间积分，可得

κ =
1 − α√︁

3
2 + α2

∫︁ t

0

√
ε̇p : ε̇pdt (2.87)

将单轴受压的有效应力代入式（2.82）整理，可解的单轴受压状态下各轴塑性

应变 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
ε

p
1 =

α−
√

3
8

α+
√

3
2

εp

ε
p
2 =

α−
√

3
8

α+
√

3
2

εp

ε
p
3 = εp

(2.88)

将各轴塑性应变代入式（2.87），可得单轴受压状态下的等效塑性应变

κ = ρ|εp| ρ =
1 − α
3
2 + α

⎯⎸⎷
3
(︁
α2 + 9

4

)︁
3
2 + α2

(2.89)

对于常规混凝土， f −b0/ f −0实验测定结果为1.15～1.25，因此，α取值范围

为 0.115～0.165，由上式计算ρ的取值范围为1.05～1.15，实际应用中建议

取ρ ≈ 1.1。此时在单轴受压应力状态下考虑式（2.83），可得

|σ| − c(ρ|εp|) = 0 (2.90)
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在一维受力状态下，σ = E0ε
e，代入上式，有

E0|ε
e
| − c(ρ|εp|) = 0 (2.91)

上式表明函数c(·)可以由一维加载条件下塑性应变与弹性应变的关系求得。

Karson and Jirsa [96]根据试验结果，给出塑性应变与总应变的经验关系如下

εp

εc
= a

(︃
ε

εc

)︃2

+ b
(︃
ε

εc

)︃
(2.92)

式中εc为峰值应力对应的应变；材料参数建议取值⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
a = 0.145

b = 0.130
(2.93)

联立式（2.91）与（2.92）并考虑应变分解 ε = εe + εp，就可解得粘聚性应力函

数c(·)。值得注意的是，这里的粘聚性应力函数虽然是通过单轴受力状态解出

的，但是可以直接应用于多轴受力的求解。此处易解得材料的塑性硬化刚度

Cp = ρc′(ρκ) (2.94)

前面推导的理论塑性力学模型具有严格的理论基础，在基于一维试验结果

得到塑性硬化模量之后，整个理论体系已经完备，可以在有效应力空间直接进

行塑性变形的求解，并进一步确定弹塑性损伤能释放率，进入下一步的损伤求

解。但是也不难看出，上述理论塑性力学体系表达非常复杂，其数值计算过程

必然需要耗费大量的计算量，尤其不利于大型结构的模拟和分析。

基于减少结构模拟计算量的考虑，吴建营 [20]建议了经验塑性模型。首先将

塑性应变演化式（2.82）简化为如下形式

ε̇p ≈ bpσ (2.95)

类比Faria et al [30]的塑性模型，吴建营 [20]给出塑性一致性因子表达式如下

bp = ξpE0H(ḋ−)
⟨εe : ε̇⟩
σ : σ

≥ 0 (2.96)

此处ḋ−为受压损伤变量；Heaviside函数H(ḋ−)表明只有受压损伤的发展才会引

起塑性变形；ξp为材料常数。将经验塑性演化方程（2.95）代入有效应力演化
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（2.69），可得

σ̇ = C0 :
[︃
ε̇ − ξpE0H(ḋ−)

⟨εe : ε̇⟩
σ : σ

σ

]︃
= C0 : ε̇ − ξpE0H(ḋ−)

⟨σ : ε̇⟩
σ : σ

σ (2.97)

定义nσ = σ√
σ:σ
，代入上式，可得

σ̇ = C0 : ε̇ − ξpE0H(ḋ−)⟨nσ : ε̇⟩nσ

=
[︁
C0 − ξ

pE0H(ḋ−)H(nσ : ε̇)nσ ⊗ nσ
]︁

: ε̇
(2.98)

由此可知，弹塑性切线刚度张量为

Cep = C0 − ξ
pE0H(ḋ−)H(nσ : ε̇)nσ ⊗ nσ (2.99)

2.5 率相关非线性演化

上述模型尚未考虑材料应变率效应。事实上，混凝土是一种典型的率敏感

材料，其率敏感性可能对结构在动力荷载下的响应产生不可忽略的影响。既有

研究表明 [126]，混凝土的率敏感性是与其非线性性质直接联系的，而与线性行

为的关系不大。因此在建模过程中，应该从非线性演化的角度考虑混凝土的率

敏感性。现有的研究，大都专注于从混凝土非线性的一个侧面，即在塑性子空

间 [127]或者损伤子空间 [54,126]中进行率相关效应的研究。本文经过研究发现，仅

仅在一个子空间拓展混凝土损伤力学模型，不能完整地反映混凝土的率敏感性

――仅仅考虑率相关塑性演化不能很好地描述动力加载下的强度提高，而仅仅

考虑率相关损伤演化则过高得估计了动力作用下材料的变形能力。本节，拟从

损伤和塑性两个方面引入率相关关系，试图建立完整的率相关非线性演化体

系。

2.5.1 率相关损伤演化

针对于静力标量损伤演化的一般表达式

ḋ = λ̇d
∂g(q)
∂q

(2.100)

Simo and Ju [22,23]类比Perzyna型粘塑性模型 [128]，直接给出了考虑率相关损伤演
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化的损伤流动因子表达式

λ̇d = ηd

⟨
q
λd
− 1

⟩nd

(2.101)

其中ηd与nd是与材料率敏感性有关的材料常数。

不难看出，上述Simo-Ju动力损伤演化模型建立的是隐式表达式，其求解过

程还需要在两个方程之间迭代，这会增加结构模拟的计算量。本文采用Cervera

et al [54]提出的显式模型对静力损伤演化（2.45）作率相关拓展。即取⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
d± = g±(q±r )

q̇±r = η±d

⟨
εe±

q±r
− 1

⟩n±d
(2.102)

式中η±d与n±d是与材料率敏感性有关的材料常数，上标±表示对于受拉和受压取

不同的数值。 q±r可由静能量等效应变代入微分方程后积分得到。事实上，对于

静力加载，加载速率趋近于0，因此有

q̇±r = η±d

⟨
εe±

q±r
− 1

⟩n±d
→ 0 (2.103)

由此可得q±r = εe±。

2.5.2 有效应力空间粘塑性理论

为了考虑混凝土的率相关性，需考虑混凝土静力本构关系的动力拓展。对

于塑性子空间部分，其对应的率相关拓展大多基于粘塑性力学 [128,129]。粘塑

性力学的基本思路可采用图2.9表示。 图2.9中应力到达屈服点之后，滑动元件

 

( )t( )t

粘性元件

摩擦元件

弹性元件

 
图 2.9 粘塑性理论示意

件开始发生滑移，产生塑性变形，同时粘性元件也开始承受外力，滑动元件

与粘性元件的共同作用，使得总应力可以超过屈服点，产生“过应力”。此时
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若维持外部变形不变，那么粘性原件承受的应力将逐渐释放，应力逐渐返回

到屈服点，“过应力”消失。常用的粘塑性理论模型有两大类：对于线性粘塑

性应变演化，一般采用Duvaut-Lions模型 [129]；对于非线性粘塑性演化，一般采

用Perzyna模型 [128]。本节将基于后者对有效应力空间塑性理论进行了粘塑性拓

展，建立有效应力空间粘塑性理论。

首先考虑有效应力表达式的率形式

σ̇ = C0 : (ε̇ − ε̇vp) (2.104)

式中用粘塑性应变εvp代替了塑性应变 εp，表明此处考虑了率相关演化。

粘塑性应变的演化与塑性应变的演化具有类似的形式，表达式为

ε̇vp = λ̇vpΓ(σ, q) (2.105)

根据前面的讨论，考虑粘塑性演化之后，应力可以高于屈服应力，这意味着塑

性一致性条件（2.68）不再满足。因此不能再用一致性条件解得粘塑性流动因

子 λvp。一般地，类比Perzyna模型 [128]，可给出粘塑性流动因子表达式

λ̇vp =
Φvp

[︀
F p(σ, q)

]︀
ηvp (2.106)

其中Φvp(·)为粘塑性流动函数。

反解式（2.106），可得粘塑性屈服函数

Fvp = F p(σ, q) − Θ(λ̇vp) = 0 (2.107)

其中

Θ(λ̇vp) = Φ−1
vp (ηvpλ̇vp) (2.108)

为率敏感材料的过应力函数。利用粘塑性材料的屈服条件（2.107），可得粘塑

性理论的的Kuhn-Tucker条件为

Fvp ≤ 0 , λ̇vp ≥ 0 , λ̇vpFvp ≤ 0 (2.109)

52

任
晓
丹
博
士
学
位
论
文



第 2章 混凝土宏观损伤力学理论及扩展

Perzyna [128]建议了粘塑性流动函数的几种形式

Φvp(F) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
⟨F⟩ Linear

⟨F⟩m Power

e⟨F⟩ − 1 Exponential

(2.110)

本文基于最常用的幂函数形式定义粘塑性流动函数，即取

Φvp(F p) =

(︃
⟨F p⟩

Ry

)︃nvp

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0 F p ≤ 0(︂

F p

Ry

)︂nvp

F p > 0
(2.111)

其中Ry为屈服函数的半径。

此时，过应力函数

Θ(λ̇vp) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0 F p ≤ 0

Ry

(︁
ηvpλ̇

vp
)︁ 1

nvp F p > 0
(2.112)

对于经验塑性模型，亦可引入粘塑性修正如下：

εvp =
κvp

κ
εp (2.113)

其中塑性等效塑性应变可由式（2.87）求出，等效粘塑性应变由下面微分方程

解出

κ̇vp = ηvp

(︃
κ

κvp
− 1

)︃nvp

(2.114)

其中ηvp与nvp为粘塑性力学引入的两个与材料率敏感性相关的材料参数。

如果加载速率非常慢，即κ̇vp → 0，由上式可解得粘塑性应变等于塑性应

变。

2.5.3 动力强度提高因子

动力强度提高因子一般定义为混凝土动力强度与静力强度的比值，是衡量

混凝土率效应的重要指标。由于其非常便于试验测量和记录，所以经过几十年

的研究，已经积累起了大量的实验数据。
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现行的混凝土动力提高因子的模型一般取为应变率的指数函数或者对数函

数 [110,119]，也有学者将实验数据分段用指数或对数函数拟合，形成分段函数模

型。本小节基于双标量弹塑性损伤模型及其率相关推广，在若干简化假定的基

础上，推导得到混凝土动力强度提高因子的解析表达式。

首先将多维弹塑性损伤本构关系简化到一维，可得⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ = [1 − d±(qr)]E0(ε± − εvp±)

q̇r = η±d

⟨
εe±

qr
− 1

⟩n±d

ε̇vp± = η±p
⟨
εp±

εvp± − 1
⟩n±p

E0ε
e± = c(ρεp±)

(2.115)

上述一维本构关系同时考虑了损伤演化与塑性变形演化及其对应的率敏感性，

表达式偏于复杂，不利于解析分析。为了解得动力提高因子，这里先略去塑性

应变，只考虑损伤引起的非线性的影响，有⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
σ = [1 − d±(q±r )]E0ε

±

q̇±r = η±d

⟨
ε±

qr
− 1

⟩n±d
(2.116)

本节最后的数值结果表明，塑性应变对于动力提高因子的影响不大。

考虑匀速加载情况，应变函数可以表示为

ε(t) = ε̇t (2.117)

代入单轴动力本构关系（2.116），整理可得

q̇±r = η±d

(︃
ε̇±

qr
t − 1

)︃n±d
(2.118)

式（2.118）为q̇±r的一阶常微分方程，自变量为t。不失一般性，可假定其初始条

件为

q̇±r (0) = 0 (2.119)

考虑微分方程的试探解形式为

q±r = q̇±r t (2.120)
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将其中q̇±r为动力能量等效应变的变化率，取为常数。

将试探解（2.120）代入方程（2.118），可得

q̇±r = η±d

(︃
ε̇±

q̇±r
− 1

)︃n±d
(2.121)

由于ε̇±与q̇±r均为常数，上式为q̇±r的代数方程。可以看出，由方程（2.121）解

出动力损伤驱动力变化率q̇±r，可以使得试探解（2.120）同时满足原微分方程

（2.118）与初始条件（2.119）。将式（2.121）整理，可得

ε̇±

q̇±r

(︃
ε̇±

q̇±r
− 1

)︃n±d
=
ε̇±

η±d
(2.122)

考虑式（2.117）与式（2.120），可得单轴应变与q±r的换算关系

q±r =
q̇±r
ε̇±
ε± (2.123)

将上述换算关系代入单轴动力本构关系（2.116），整理可得

σ =
ε̇±

q̇±r

{︃[︃
1 − d±

(︃
q̇±r
ε̇±
ε±

)︃]︃
q̇±r
ε̇±
ε±

}︃
(2.124)

上式大括号内部分的极值为混凝土的静力强度 f ±s ，因此对上式求极值可得动力

强度为

f ±d =
ε̇±

q̇±r
f ±s ⇐⇒

f ±d
f ±s

=
ε̇±

q̇±r
(2.125)

f ±d为动力强度。

将式（2.125）代入式（2.122），可得动力强度提高因子的代数方程

f ±d
f ±s

(︃
f ±d
f ±s
− 1

)︃n±d
=
ε̇±

η±d
(2.126)

据此可以解出动力强度提高因子DIF =
f ±d
f ±s
随加载应变率ε̇±的变化曲线。对于

单轴受拉和单轴受压，率相关性是不同的，所以与率敏感性相关的材料参

数η±d与n±d也需要取不同的数值。

单轴受压动力提高因子计算结果与试验结果 [101–115] 的对比如图 2.10。

图中也给出了同时考虑塑性变形的弹塑性损伤模型结果（材料参数：η−p =

5, n−vp = 6, η−d = 30, n−d = 4）与忽略塑性变形的弹性损伤模型结果（材料参数：

η−d = 40, n−d = 4）。弹塑性损伤模型的结果是基于数值方法计算得到，而弹性损
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 G a r y  &  K l e p a c z k o  ( 1 9 9 2 )     G r o t e  P a r k  &  Z h o u  ( 2 0 0 1  M o r t a r )
 L o k  &  Z h a o  ( 2 0 0 4  S F R C )    D o n g  e t  a l  ( 1 9 9 7 )
 A b r a m s  ( 1 9 1 7 )                     W a t s t e i n  ( 1 9 5 3 ,  1 9 5 5 )
 H a t a n o  &  T s u t s u m i  ( 1 9 6 0 )   B a n  &  M u g u r u m a  ( 1 9 6 0 )
 T a k e d a  ( 1 9 5 9 ,  1 9 6 2 )            C o w e l l  ( 1 9 6 6 )
 A t c h l e y  &  F u r r  ( 1 9 6 7 )           M i l l s t e i n  &  S a b n i s  ( 1 9 8 2 )
 W e s c h e  &  K r a u s e  ( 1 9 7 2 )     S p a r k s  &  M e n z i e s  ( 1 9 7 3 )
 B r e s l e r  &  B e r t e r o  ( 1 9 7 5 )      H j o r t h  ( 1 9 7 6 )
 K v i r i k a d z e  ( 1 9 7 7 )                 P o p p  ( 1 9 7 7 )
 E l a s t i c  d a m a g e  m o d e l
 P l a s t i c  d a m a g e  m o d e lDIF

S t r a i n  r a t e  1 / S
图 2.10 单轴受压动力强度提高因子

伤模型结果直接基于动力提高因子解析解（2.126）。由图中可以看出：弹塑性

损伤模型结果与弹性损伤模型结果基本重合，也说明塑性应变对材料动力强度

提高的影响不大。
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1 1
1 2

 
 

 K l e p a c z k o  &  B r a r a  ( 2 0 0 1  W e t  c o n c r e t e )
 K l e p a c z k o  &  B r a r a  ( 2 0 0 1  D r y  c o n c r e t e )
 T o u t l e m o n d e  ( 1 9 9 5 )   R o s s  ( 1 9 9 5 )
 B i r k i m e r  ( 1 9 6 6 )            Y a n  &  L i n  ( 2 0 0 6 )
 H a t a n o  ( 1 9 6 0 )              T a k e d a ( 1 9 5 9 ,  1 9 6 2 )     
 B a c h m a n  ( W e e r h e i j m  &  v a n  P o o r m a a l  2 0 0 7 )  
 M o d e l  r e s u l t

DI
F

S t r a i n  r a t e  1 / S

图 2.11 单轴受拉动力强度提高因子

单轴受拉动力提高因子计算结果与试验结果 [103,106,116–121] 的对比如
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图 2.11所示。计算中材料参数取：η+
d = 0.05, n+

d = 2.5。可以看出：本文建

立的动力强度提高因子的解析模型能够很好地反映混凝土的动力强度提高。

本文模型的表达简单，所需材料参数少，非常适合于实际工程的分析设

计。

2.6 本构关系的数值求解

由于需要考虑材料的多维损伤和塑性，上述弹塑性损伤本构关系具有一定

的复杂性，若要应用于实际结构的非线性分析，需要借助于适当的数值算法。

上世纪八十年代以来，研究者对非线性本构关系的数值算法进行了系统的研

究 [23,28,30,130–132]，建立了一类高效的数值算法，称为回映算法（return-mapping

algorithm）。本节将对弹塑性损伤本构关系的回映算法进行简要的讨论。

首先考虑弹塑性损伤本构关系（2.11）的率形式，有⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
σ̇ = (I − D) : σ̇ − Ḋ : σ

σ̇ = C0 : (ε̇ − ε̇p)
(2.127)

由于前面的建模过程中考虑了有效应力空间塑性力学，所以式（2.127b）是闭

合的，可以先单独求解，得到塑性应变及有效应力；然后再求解损伤演化，最

后根据（2.127a）得到应力。

上述求解过程构成了算子分解（operator split）方法 [28,132]的基本过程，详

述如下：

(1) 弹弹弹性性性预预预测测测

首先根据整体结构的分析，给定应变率

ε̇ = ∇su̇ (2.128)

弹性预测步中，先冻结塑性演化与损伤演化，即⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ε̇p = 0

Ḋ = 0
(2.129)
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由于认为材料只有弹性变形，可得有效应力率

σ̇ = C0 : ε̇ (2.130)

和柯西应力率

σ̇ = (I − D) : σ̇ = (I − D) : C0 : ε̇ (2.131)

(2) 塑塑塑性性性修修修正正正

如果材料发生塑性变形，则需要根据塑性应变演化方程修正弹性预测步中

所得的结果。在塑性修正步中总应变率取为0，即

ε̇ = 0 (2.132)

将塑性、粘塑性应变演化统一标识为如下形式：

ε̇p =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
λ̇pΓ F = Ḟ = 0

0 otherwise
(2.133)

对于塑性演化，屈服函数F取

F = F p(σ, q) = 0 (2.134)

而对于粘塑性演化，屈服函数F取

F = Fvp = F p(σ, q) − Θ(λ̇p) = 0 (2.135)

有效应力率

σ̇ = −C0 : ε̇p (2.136)

前已述及，本文采用的塑性理论直接建立在有效应力空间，所以塑性修正

步冻结损伤演化，有

Ḋ = 0 (2.137)

最后得柯西应力率

σ̇ = (I − D) : σ̇ = −(I − D) : C0 : ε̇p (2.138)
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(3) 损损损伤伤伤修修修正正正

当材料发生损伤时，需要根据损伤值修正弹塑性预测结果，在损伤修正步

中，仍然取

ε̇ = 0 (2.139)

冻结塑性变形演化，有

ε̇p = 0 (2.140)

进而有有效应力率

σ̇ = 0 (2.141)

考虑双标量损伤模型，有柯西应力变化率

σ̇ =
(︁
ḋ+σ+

+ ḋ−σ−
)︁

+
(︁
d+σ̇

+
+ d−σ̇

−)︁
(2.142)

根据Faria et al [30]以及Wu et al [39]的讨论，有效应力正、负分量的变化率可

表示为 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
σ̇

+
= Q+ : σ̇

σ̇
−

= Q− : σ̇
(2.143)

正、负投影率张量⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Q+ = P+ + 2

∑︀3
i=1, j>i

⟨σi⟩−⟨σ j⟩

σi−σ j
pi j ⊗ pi j

Q− = I −Q+
(2.144)

其中pi j = 1
2(pi ⊗ p j + p j ⊗ pi)。

考虑率相关损伤演化之后，损伤变化率为⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ḋ± =

[︀
g±

]︀′ q̇±r
q̇±r = η±d

⟨
εe±

q±r
− 1

⟩n±d
(2.145)

算子分解体系将弹塑性损伤本构关系的微分方程分解到三个相对独立的子

空间独立求解，大大简化了求解过程。上述三个步骤中，弹性预测步骤只需要

处理线性系统，相对简单；后两个步骤中则都需要处理一阶非线性微分系统，

需要进一步说明。
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一般形式的一阶非线性微分系统可以表示为

Ṡ = Π(S, t) (2.146)

一阶微分系统的数值求解方法有两类，即显式方法和隐式方法。

显式方法中最基本的是前进Euler方法，将微分系统离散为差分系统，有

Sn+1 = Sn + ∆tn+1Π(Sn, tn) (2.147)

此处∆tn+1 = tn+1 − tn。

基于上式，可以直接利用第n步的数值结果直接求第n + 1步的数值结果。

显式方法的整个求解过程不需要迭代，计算简便，但是需要非常小的时间步

长∆tn+1才能保证计算的精度，所以适用于冲击碰撞等瞬时问题。为了提高计算

精度，减少时间离散步的步数，可以考虑龙格-库塔法等高阶算法。但在处理强

非线性系统的过程中，高阶方法容易出现稳定性问题。

完全隐式方法主要是后退Euler算法，此时所建立数值差分系统为

Sn+1 = Sn + ∆tn+1Π(Sn+1, tn+1) (2.148)

由于求解中还需要用到第n + 1步的函数值，也就是待求函数值Sn+1，对于一般

非线性问题上式就不能直接显式解出，需要进一步迭代求解。在每一个加载步

考虑非线性系统

Ξ(Sn+1) = −Sn+1 + Sn + ∆tn+1Π(Sn+1, tn+1) = 0 (2.149)

采用牛顿迭代法求解非线性方程的基本公式⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Ξ(Sk

n+1) +
(︁
∂Ξ
∂S

)︁k

n+1
δSk

n+1 = 0

Sk+
n+1 = Sk

n+1 + δSk
n+1

(2.150)

将非线性系统（2.149）代入离散系统（2.150），整理可得(︃
1 − ∆tn+1

∂Π

∂S

)︃k

n+1
δSk

n+1 = Ξ(Sk
n+1) (2.151)

迭代直至δSk
n+1 → 0，即可得第n + 1步的数值解。

隐式分析方法虽然每一步均需要迭代，但是如果系统的雅可比矩

阵∂Ξ/∂S稳定性较好，使得整个数值系统稳定的时间步长∆tn+1较大，总体上
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就可以减少时间过程数值离散的步数。所以，隐式方法适用于静力非线性问题

或者时间过程比较长的问题。理论上讲，其时间积分具有无条件稳定性。

 

nσ
1nσ

+1
trial
nσ

弹性域 

弹性预测 

塑性修正（回映） 

 

图 2.12 回映算法示意图

将算子分解体系与隐式求解方法结合，可以得到弹塑性损伤本构关系的基

本求解过程：首先进行弹性预测，得到最大的可能有效应力增量和柯西应力增

量；然后进行塑性修正，利用牛顿迭代方法求得塑性应变，并将有效应力“回

映”到屈服面上（图 2.12）；最后进行损伤修正，利用牛顿迭代法求出损伤变

量，最后“回映”修正柯西应力。由于上述过程中，弹性预测与非线性修正是

“试探”与“回映”的关系，所以基于上述思路建立起来的本构关系数值算法

称为回映算法（return-mapping algorithm） [132]。回映算法在每一个加载步都保

证迭代收敛并严格满足屈服条件，所以算法精度较高。同时，由于其基础算法

即后退欧拉算法是无条件稳定的，使回映算法的算法稳定性也很好，非常适合

于本构关系的数值求解。

2.7 分析实例

本节基于前面建立的多维连续介质损伤理论，同时结合经验损伤演化，对

钢筋混凝土的静力非线性问题和动力非线性问题进行了数值模拟。模拟中结构

的有限元建模和分析均采用ABAQUS软件，本构关系则采用UMAT方式自主开

发并嵌入到有限元分析过程中。
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2.7.1 静力非线性分析

例例例1.

1966年，Leonhardt and Walther [133]进行了钢筋混凝土深梁的受力和破坏试

验。如图2.13所示，简支正方形深梁边长为1600mm，厚度为100mm，顶部承受

均布荷载，梁中配有横向和竖向分布钢筋，同时梁底部还配有抗拉加强钢筋。
 

5@260
160 1601280

5@260

8@60

1600

图 2.13 试验构件和加载装置（单位：mm）

数值分析的初步结果 

深梁数值模拟 

 
图 1. 钢筋混凝土深梁 

Leonhardt and Walther (1966)实验研究，Vecchio (1989)数值分析 

 

图 2. 混凝土和钢筋有限元模型 
采用分离式建模，混凝土采用三维固体单元，钢筋采用三维杆单元，直接绑定，

不考虑粘结滑移 

图 2.14 混凝土与钢筋的三维有限元模型
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本文建立了上述试件的三维有限元模型，混凝土采用三维实体单元，钢

筋采用三维杆单元，混凝土与钢筋之间采用完全绑定的方式传递内力。混凝

土与钢筋的有限元模型如图2.14所示。分析中采用的材料参数为：混凝土单轴

受拉强度 ft = 1.0MPa，单轴受拉峰值应变 εt = 60 × 10−6，单轴受拉下降段参

数αt = 1.0，单轴受压强度 fc = 29.6MPa，单轴受压峰值应变εt = 2000 × 10−6，

单轴受压下降段参数αc = 5.0，混凝土弹性模量Ec = 30GPa，混凝土泊松

比ν = 0.2；钢筋屈服强度 fy = 415MPa，钢筋弹性模量Es = 210GPa。

 

 
图 3. Mises 应力云图演化 

(a)初始弹性状态；(b)拱机制初步形成； 
(c)拱机制进一步发展；(d)拱顶板压碎破坏 

  
图 4. 荷载位移曲线 

(a) 实测及分析结果；(b)本文数值结果； 
分析采用经验损伤演化，材料参数参照图 1 选取。目前计算结果较好，很好

地反映了深梁破坏的拉杆拱机制，并且荷载位移曲线包含上升段和下降段。但是

目前的结果还偏刚，需要再做细部的调整。 
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图 2.15 不同加载阶段深梁的Mises应力云图

（a）初始弹性状态；（b）拉杆拱机制初步形成；

（c）拉杆拱机制继续发展；（d）拉杆拱顶板压碎破坏

采用本文模型进行数值模拟，所得结果如图2.15和图2.16。由应力云

图2.15中可以清楚地看到钢筋混凝土深梁受弯破坏的全过程：初始加载阶

段，材料均处于弹性阶段，构件内整体的应力较小；随着外荷载的增加，深梁

底部的混凝土受拉损伤而退出工作，底部拉应力由加强钢筋承受，深梁受力的

拉杆拱机制初步形成；外荷载进一步增加，受拉损伤区逐步上移，拉杆拱进一

步发展，直至将顶部受压区压迫到一个很小的范围内发生压碎破坏，标志着整

个构件的最终破坏。图2.16中，实测荷载位移曲线与数值分析结果也取得了较

好的吻合，验证了本文提出模型的正确性和有效性。
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图 2.16 深梁荷载位移曲线

例例例2.

1989年，Vecchio [133]设计了一个开孔板纯剪问题来测试钢筋混凝土膜单元

的性能，后来被当作钢筋混凝土构件非线性分析的benchmark问题。本文亦以此

为对象进行实例分析。
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r
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ì =ïïíï =ïî
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x
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850

150

图 2.17 钢筋混凝土开孔板的剪切问题（单位：mm）

如图2.17所示，钢筋混凝土方板，边长为850mm，厚度为70mm；中心开孔

为正方形，边长150mm；板中x和y两个方向上均配有分布钢筋，两个方向配筋

率相同，均为0.0150；开孔板四边作用纯剪荷载。

64

任
晓
丹
博
士
学
位
论
文



第 2章 混凝土宏观损伤力学理论及扩展

平板剪切数值模拟 

 

图 5. 钢筋混凝土开洞剪切板（Vecchio  1989） 

 

图 6. 混凝土和钢筋有限元模型 
采用分离式建模，混凝土采用三维固体单元，钢筋采用三维杆单元，直接绑定，

不考虑粘结滑移 

图 2.18 混凝土与钢筋的三维有限元模型

数值模拟仍然采用三维分离式有限元模型。混凝土采用三维实体单元，

钢筋采用三维杆单元，二者之间完全绑定，不考虑粘结滑移。混凝土与钢筋

的有限元模型如图2.18所示。分析中采用的材料参数为：混凝土单轴受拉强

度 ft = 1.0MPa，单轴受拉峰值应变 εt = 60×10−6，单轴受拉下降段参数αt = 3.0，

单轴受压强度 fc = 25.0MPa，单轴受压峰值应变εt = 2000× 10−6，单轴受压下降

段参数αc = 5.2，混凝土弹性模量Ec = 20GPa，混凝土泊松比ν = 0.22；钢筋屈

服强度 fy = 400MPa，钢筋弹性模量Es = 210GPa。

采用本文模型进行的数值模拟结果如图2.19和图2.20所示。由应力云图可

以看出，在初始弹性状态，开孔处受拉角部与受压角部应力幅值是一样的，

其Mises应力云图具有90度旋转具有对称性；损伤以后，由于混凝土材料本身在

拉应力与压应力作用下行为迥异，导致应力分布丧失了90度旋转对称性，只具

有轴对称性。本文计算的平均剪应力剪应变曲线也与Vecchio的结果符合较好，

再次验证了本文模型的正确性和有效性。

2.7.2 动力非线性分析

1999年，Kulkarni和Shah [134]对钢筋混凝土梁进行了静力与动力加载试验研

究，得到了一系列的实验结果。试验用钢筋混凝土梁的几何形状、配筋状况以

及加载装置见图 2.21，其加载程序如表2.1所示。所有的混凝土梁截面均采用

图2.21所示的统一截面，且没有配置腹筋用于抗剪。
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图 7. Mises 应力云图演化 
(a)初始弹性状态混凝土应力；(b) 初始弹性状态钢筋应力； 

(c)损伤后混凝土应力；(d)损伤后钢筋应力 
可以看出，初始弹性状态时，应力云图具有两个对称轴，其后由于材料的拉、压不对称，

导致受拉损伤沿着一个主轴发展，形成损伤后只有一个对称轴的应力场。 

 

图 8. 荷载位移曲线 
(b) Benchmark 结果；(b)本文数值结果； 
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图 2.19 不同加载阶段深梁的Mises应力云图

（a）弹性状态混凝土应力；（b）弹性状态钢筋应力；

（c）损伤后混凝土应力；（d）损伤后钢筋应力
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图 2.20 平均剪应力剪应变曲线曲线
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图 2.21 试验构件和加载装置

表 2.1 梁试件的加载程序

试件编号 a/d z(mm) fc(MPa) V(mm/sec) 破坏模式

B3OC25-S 5.0 152 46.2 0.0072 弯曲

B3OC25-D 5.0 152 46.2 380 弯曲

B3NO15-S 4.0 152 43.0 0.0072 剪切

B3NO15-D 4.0 152 43.0 380 弯曲

本文选择了上述实验中的四根梁的实验结果,采用平面有限元模型结合本

文所发展理论进行了数值模拟。数值分析中混凝土单元类型为平面四节点单元，

钢筋作为rebar layers直接设置到对应的混凝土单元中。数值模拟中所采用的混

凝土的弹性模量E0 = 37000MPa，泊松比 ν0 = 0.2，密度ρ0 = 2400kg/m3，其它与

损伤演化有关的参数见表2.2。钢筋采用线性硬化弹塑性模型，不考虑材料的率

表 2.2 混凝土计算参数

参数类型 单轴受拉 单轴受压

混凝土峰值应力 ft=3.2MPa fc=43MPa
混凝土峰值应变 εt = 100 × 10−6 εc = 2000 × 10−6

混凝土下降段参数 αt=0.1 αc=2.0
粘塑性演化幂指数 N/A np = 4
粘塑性演化流动系数 N/A γp = 100
率敏感损伤演化幂指数 n+

d = 1.5 n−d = 4.5
率敏感损伤演化流动系数 γ+

d = 10 γ−d = 1.3 × 104

敏感性，计算中材料参数取为：弹性模量Es = 210GPa，屈服强度 fy = 580MPa，

塑性硬化模量Ep = 0.01Es。

数值模拟结果与实验结果对比如图2.22和2.23。分析可见，B3OC25型试件
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图 2.22 B3OC25型试件荷载位移曲线

的结果（图2.22）体现了材料动态强度的提高对于结构性能的直接影响：随着

材料在动力荷载作用下强度提高，构件的强度和延性都有所提高，构件的破坏

模式没有改变。本文模型与试验结果符合较好。
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图 2.23 B3NO15型试件荷载位移曲线

B3NO15型试件的结果（图2.23）体现了率效应对构件破坏形态的本质性影

响。由于高应变率作用下材料强度提高的幅度不一致，导致试件在拟静力与动

力作用下表现出完全不同的破坏模式。试件B3NO15-S为剪切破坏，而B3NO15-

D为弯曲破坏。本文模型很好地反映了这一特点，模型预测结果与实验结果具

有定量的一致性。
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动态强度提高引起破坏模式转换可根据图2.24进行分析。 图2.24给出了固 

cf

maxP

max ( )f
cP f

max ( )s
cP f

Shear failure Flexure failureFlexure failure 

Failure mode change 

Failure mode change 

 
图 2.24 强度提高引起的破坏模式转换

定截面和配筋条件下梁的极限破坏荷载与混凝土强度的关系曲线，其中Ps
max表

示受剪破坏极限荷载与混凝土抗压强度 fc的关系曲线，而P f
max表示受弯破坏极

限荷载与混凝土抗压强度 fc的关系曲线，它们把破坏区分为三个区域（中间部

分形成所谓“剪切破坏谷”），动力荷载引起的强度提高将有可能引起梁的破坏

模式的转变。本文例子位于图2.24右侧的转换点，动力作用下由受剪破坏转换

为受弯破坏；如果配筋充足而接近图2.24左侧的转换点，那么就有可能在动力

作用下受弯破坏转换为受剪破坏。这从一个侧面说明，仅仅将动力强度提高作

为混凝土构件或者结构的储备强度，在特定情况下（譬如说高配筋率情况）可

能是偏于不安全的。

2.8 本章小结

本章以不可逆热力学为基本出发点，阐述了连续介质损伤理论的基本框架

和思路。以吴-李模型为蓝本，讨论了适用于混凝土材料的双标量弹塑性损伤本

构关系模型。并引入一维经验损伤演化模型，对钢筋混凝土构件进行了静力与

动力非线性数值模拟。本章工作的创新点主要体现在三个方面：其一，通过引

入能量等效应变，建立了一维损伤演化与多维损伤演化的关系，并从几何的角

69

任
晓
丹
博
士
学
位
论
文



同济大学 博士学位论文 基于多尺度分析的混凝土随机损伤本构理论研究

度探讨了能量等效应变与损伤演化之间的联系。其二，为了考虑混凝土材料率

敏感性，分别在损伤子空间和塑性子空间引入了率相关非线性演化，分别描述

应变率对材料强度和变形性能的影响。其三，基于本章建立的理论体系，以解

析的方式求解得到了混凝土强度提高因子的理论解。本章研究一方面为后续章

节的研究提供了多维损伤描述的基本理论框架，另一方面为损伤理论在实际工

程中的应用提供了标准的接口。
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第第第 3章章章 混混混凝凝凝土土土细细细观观观随随随机机机断断断裂裂裂模模模型型型及及及扩扩扩展展展

前已述及，在连续介质损伤力学理论中，损伤演化函数的表达式大多源于

对实验数据的拟合。这一方面破坏了理论的严密性和完整性，另一方面也局限

了理论的适用范围。对于损伤演化规律的探求，构成了损伤力学的基本理论问

题和挑战。针对这一问题，一个可能的方式是基于多尺度理论，从损伤产生的

细观机制出发，通过物理分析定量地给出宏观损伤演化过程。由李杰等研究者

逐步发展起来的细观随机断裂模型 [1,2,48–51]就是这一方向上的一个成功探索。本

章，将在这一模型的基础上进一步研究，并试图作出新的扩展。

3.1 细观随机断裂模型概述

为明晰计，以单轴受拉为背景展开论述。此时，可将一维受力试件简化成

串并联弹簧系统 [48]（图 3.1）。所有弹簧并联在一系列刚性板之间。此时材料的

 

 
图 3.1 细观弹簧模型

细观性能用细观弹簧的性能表示，而材料的宏观性能用串并联弹簧系统表示。

为了描述混凝土细观断裂过程，可以假设细观弹簧具有如图3.2所示理想弹

性-断裂性能。与Kandarpa模型 [47]不同，细观随机断裂模型中基本变量是断裂应

变。显然，从混凝土损伤的物理背景考察，每一根细观弹簧的断裂应变是不同

的，为随机变量。在外力作用下，整个微弹簧系统就会经历由细观弹簧的断裂

而引发的应力重分布过程。这一过程，既可以发生在不同的串联单元之间，也

可以发生在同一并联弹簧组内部。为简明计，可以用如图3.3所示的顺次断裂过
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程说明因断裂导致的应力重分布进而导致系统平均应力的跌落的过程。由于每

个弹簧在未断裂之前均保持线弹性性质，在下一次弹簧断裂之前，整个系统的

平均应力保持线性增长，仅由于前面弹簧的断裂导致了系统平均弹性模量的减

小。对于离散并联单元组，应力的线性增长与跌落的交替作用将形成如图3.3所

示的锯齿曲线。

 

O




i  

图 3.2 理想弹性-断裂应力应变关系





















  图 3.3 离散并联单元模型的平均应力应变曲线

考虑基于面积的损伤定义，有

d =
Ad

A
(3.1)

此处Ad为断裂部分的面积而A为总面积。

对于串并联弹簧系统，如果假定每一根弹簧具有相同的面积，根据上述损
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图 3.4 连续并联单元模型的平均应力应变曲线

伤定义，可得其损伤变量为

d =
1
N

N−1∑︁
i=0

H(ε − ∆i) (3.2)

此处N为弹簧的总数，∆i为第i根弹簧的断裂应变，而H(·)为Heaviside函数。

随着细观弹簧数目的增加，即N → ∞，考虑随机积分的定义，可得

d = lim
N→∞

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ 1
N

N−1∑︁
i=0

H(ε − ∆i)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =

∫︁ 1

0
H[ε − ∆(x)]dx (3.3)

其中∆(x)为一维断裂应变随机场；x表示细观单元的空间坐标。

显然，当N → ∞时，每一根细观弹簧造成的系统应力跌落将趋于一个小

量，由此，系统的平均应力应变曲线就由锯齿曲线变成光滑曲线，如图3.4。

式（3.3）就是基于串并联模型得到的宏观损伤演化方程。这一方程包含随机

场∆(x)和Heaviside函数，因此还需要进一步考察。

首先考虑对随机断裂随机场的描述。假定材料的细观断裂随机场为平稳随

机场，则其一阶密度函数与空间坐标无关，可以表示为

f (∆, x) = f (∆) (3.4)

而二阶相关密度函数只与两点之间的相对距离有关，表示为

f (∆1,∆2; x1, x2) = f (∆1,∆2; |x1 − x2|) (3.5)

73

任
晓
丹
博
士
学
位
论
文



同济大学 博士学位论文 基于多尺度分析的混凝土随机损伤本构理论研究

考虑由平稳随机场∆(x)生成的随机场

θ(x) = H[ε − ∆(x)] (3.6)

显然θ(x)为(0, 1)随机场，其分布函数为

P{θ(x) = 1} = P{H[ε − ∆(x)] = 1} = P{[ε − ∆(x)] ≥ 0}

=

∫︁ ε

0
f (∆)d∆ =̂ F(ε)

(3.7)

P{θ(x) = 0} = 1 − P{θ(x) = 1} = 1 − F(ε) (3.8)

此处P{·}表示事件发生的概率；F(·)定义为随机变量的分布函数，为随机变量密

度函数的积分。

随机场θ(x)的集合平均

µθ(x) = E[θ(x)] = 1 × F(ε) + 0 × [1 − F(ε)] = F(ε) (3.9)

其中E(·)为期望算符，表示随机变量的集合平均。

利用式（3.9），可得随机损伤演化式（3.3）的均值函数，即

µd(ε) = E
{︃∫︁ 1

0
H[ε − ∆(x)]dx

}︃
=

∫︁ 1

0
E {H[ε − ∆(x)]} dx = F(ε) (3.10)

为求解随机损伤的二阶特征量。考虑二维生成随机场

ϑ(x1, x2) = θ(x1)θ(x2) (3.11)

显然ϑ(x1, x2)亦为(0, 1)随机场，其分布函数

P{ϑ(x1, x2) = 1} = P{θ(x1)θ(x2) = 1} = P{θ(x1) = 1 ∩ θ(x2) = 1}

= P{∆(x1) ≤ ε ∩ ∆(x2) ≤ ε} =

∫︁ ε

0

∫︁ ε

0
f (∆1,∆2; |x1 − x2|)d∆1d∆2

= F(∆1,∆2; |x1 − x2|)

(3.12)

P{ϑ(x1, x2) = 0} = 1 − P{ϑ(x1, x2) = 1} = 1 − F(∆1,∆2; |x1 − x2|) (3.13)

其中F(∆1,∆2; |x1 − x2|)定义为随机场∆(x)的二维相关分布函数。
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损伤变量的方差

V2
d = E(d2) − [E(d)]2 = E

[︃∫︁ 1

0
θ(x)dx

]︃2

−
[︀
µd(ε)

]︀2 (3.14)

根据随机场均方积分的性质 [135]，有

E
[︃∫︁ 1

0
θ(x)dx

]︃2

=

∫︁ ε

0

∫︁ ε

0
F(∆1,∆2; |x1 − x2|)d∆1d∆2

= 2
∫︁ 1

0
(1 − γ)F(∆1,∆2; γ)dγ

(3.15)

将均方积分（3.15）代入式（3.14），可解得损伤的方差表达式为

V2
d (ε) = 2

∫︁ 1

0
(1 − γ)F(∆1,∆2; γ)dγ − [F(ε)]2 (3.16)

如果∆(x)为独立同分布序列，那么有

F(∆1,∆2; γ) = [F(ε)]2 (3.17)

代入式（3.16），可得损伤的方差演化

V2
d (ε) = 2

∫︁ 1

0
(1 − γ) [F(ε)]2 dγ − [F(ε)]2 = 0 (3.18)

上式说明，若完全忽略随机场的相关性，随机损伤将退化为确定性损伤。

下面考虑细观随机场的具体表达式。在混凝土强度的统计中，一般将混凝

土的强度参数的分布取为对数正态分布；而Bazant and Becq-Giraudon [136]的研究

中，也将混凝土的断裂强度取为对数正态分布。因此在细观弹簧服从理想线弹

性-断裂应关系条件下，取断裂应变场为对数正态随机场是合理的。为此，取

Z(x) = ln ∆(x) (3.19)

为平稳正态随机场，其均值和方差为(λ, ζ2)。令(µ∆, σ
2
∆
)表示∆(x)的均值和方差，

则两组均值与方差的换算关系为⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
λ = E[ln ∆(x)] = ln

(︃
µ∆√

1+σ2
∆
/µ2

∆

)︃
ζ2 = Var[ln ∆(x)] = ln

(︁
1 + σ2

∆
/µ2

∆

)︁ (3.20)

定义对数正态分布与标准正态分布的变换关系如下

α =
ln ε − λ

ζ
(3.21)
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则对数正态随机场的一维与二维分布函数可以用标准正态分布的一维与二维分

布函数表示如下 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
F(ε) = Φ(α)

F(ε, ε; γ) = Φ(α, α | ρz)
(3.22)

其中ρz(γ)为相关函数，一般可取为指数函数形式，即

ρz(γ) = e−ξγ (3.23)

这里ξ为材料的相关长度。

式（3.22）中， Φ(α)和Φ(α, α | ρz)分别为标准正态分布的一维、二维分布函

数。在数值计算中，前者一般采用有理函数逼近，后者则一般采用下述公式转

化成一维数值积分 [137]，即

Φ(α, α | ρz) = Φ(α) −
1
π

∫︁ β

0

1
1 + t2 e−

α2
2 (1+t2)dt (3.24)

积分上限

β =

√︃
1 − ρz

1 + ρz
(3.25)

上述细观力学模型引入了3个参数(λ, ζ, ξ)表示随机损伤的演化过程。由于混

凝土在单轴受拉和受压作用下强度和变形的差别明显，所以需要求用两组不同

的参数，即(λ+, ζ+, ξ+)和(λ−, ζ−, ξ−)，分别反映受拉与受压的随机损伤的演化。

3.2 多维弹塑性随机损伤本构模型

前述讨论的细观随机断裂模型仅适用于一维随机损伤演化的求解，而实际

中混凝土则大多处于多维受力状态。根据本文第二章的讨论，可基于能量等效

应变将一维损伤演化推广到多维情形。事实上，将双标量弹塑性损伤模型与随

机损伤演化规律相结合，不难建立多维弹塑性随机损伤本构模型。

首先考虑多维损伤本构关系表达式

σ = (I − D) : C0 : (ε − εp) (3.26)
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其中σ和ε为应力和应变；C0为初始弹性刚度张量；I为四阶单位张量；D和εp分

别为四阶损伤张量和二阶塑性应变张量，其演化规律均与有效应力

σ = C0 : (ε − εp) (3.27)

有关，需要在损伤子空间和塑性子空间中分别求出。

对于双标量损伤模型，损伤张量可分解为

D = d+P+ + d−P− (3.28)

其中d+和d−分别为受拉与受压损伤变量，P+和P−为损伤变量的投影张量，可由

有效应力的特征向量求得。

在多维静力加载条件下，其损伤演化可由一维受力条件下的损伤演化函数

结合能量等效应变求得，考虑一维随机损伤演化式（3.3），可得多维随机损伤

演化

d+ =

∫︁ 1

0
H[ε+

eq − ∆+(x)]dx (3.29)

d− =

∫︁ 1

0
H[ε−eq − ∆−(x)]dx (3.30)

其中受拉细观断裂随机场∆+(x)与受压细观断裂随机场∆−(x)对应的参数分别为

(λ+, ζ+, ξ+)和(λ−, ζ−, ξ−)。

对于动力加载条件下的率相关损伤演化，可由率无关损伤演化直接推广得

到，有 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
d± = g±(q±r )

q̇±r = η±d

⟨
εe±

q±r
− 1

⟩n±d
(3.31)

上述损伤演化表达式中，能量等效应变是损伤能释放率的单调函数，有

ε+
eq =

√︂
2Y+

E0
(3.32)

ε−eq =
1

(α − 1)E0

√︂
Y+

b0
(3.33)

而损伤能释放率Y+和Y−可由有效应力计算得出，有

Y+ =
1

2E0

[︃
2(1 + ν0)

3
3J

+

2 +
1 − 2ν0

3
(I

+

1 )2 − ν0I
+

1 I
−

1

]︃
(3.34)
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Y− = b0

(︃
αI
−

1 +

√︁
3J
−

2

)︃2

(3.35)

考虑多维随机损伤演化，四阶损伤张量的均值和方差为

µD = µd+P+ + µd−P− (3.36)

V2
D = V2

d+P+ + V2
d−P
− (3.37)

其中损伤标量的均值µd+与µd−和方差V2
d+与V2

d−可分别由式（3.10）和式（3.16）

求出。

对应力表达式（3.26）求均值和方差，有

µσ = (I − µD) : C0 : (ε − εp) (3.38)

V2
σ = V2

D : C0 : (ε − εp) (3.39)

塑性应变εp的求解基于有效应力空间（粘）塑性力学，求解过程中不考虑

损伤的演化。由于这里只考虑损伤演化的随机性，因此有效应力空间中的状态

量σ和 ε均为确定性变量，塑性应变的求解与确定性本构关系是一致的，可以直

接采用第二章中讨论的塑性子空间理论，不再赘述。

3.3 随机损伤本构模型的若干数值结果

3.3.1 静力模型验证

为了验证弹塑性随机损伤本构关系的正确性，本课题组进行了比较系统的

试验研究，具有翔实的实验数据，能够同时在均值和方差两个层次验证本文模

型。

首先简要介绍用于模型验证的静力试验结果。2006年，本课题组采

用INSTRON8506四立柱液压伺服试验机对混凝土一维、二维本构关系进行

了系统的试验研究。在应变控制加载的条件下测得了混凝土板式试件单轴受拉、

单轴受压以及二轴压-压和拉-压的双轴应力应变全曲线，试验的详细细节信息

如下：

(1) 试试试件件件制制制备备备
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试件材料为高性能混凝土，设计强度等级为C50。混凝土制备采用了双掺

工艺，胶凝材料中除水泥外还掺有一定量的粉煤灰和矿渣粉，骨料采用粒

径5～15mm碎石。每立方米高性能混凝土的配合比（重量比）为：水:水

泥:矿粉:粉煤灰:砂:石:减水剂＝175:204:204:102:175:640:1100:15.5（kg）。

制备过程中先将试件浇筑成520mm×520mm×50 mm的方板，采用木模成

型，机械振捣，人工浇注， 24h拆模，标准养护28d。然后采用红外线自

动桥式切割机将养护好的方板切割成 150mm×150mm×50 mm的小试件

进行试验。切割所得小试件表面光滑平整，易于同加载钢板接合，并且试

件几何尺寸也具有很高的精度。

(2) 试试试验验验设设设备备备

 

内置球铰的加载臂 

侧向支撑臂（内置球铰） 

加载传感器 

加载传感器 

底座 

混凝土试件 

50×50×150mm 

 

图 3.5 双轴加载示意图

加载设备采用清华大学高坝大型实验室INSTRON8506四立柱液压伺服试

验机。双向加载系统为分离式，竖向为四立柱试验机，水平为封闭加力框

架，两个方向可以互不干扰的实现力的输出。在水平和竖直方向上分别安

装高精度应变测量装置（这里采用引伸仪）并将测得的应变实时传回试验

机，即构成以应变为控制参数的闭环控制（closed loop）加载系统，实现

各自方向上的应变输出。此时根据设计应变比和加载速率计算出各个时刻

的控制应变，再以加载控制文件的形式输入试验机，即可以实现应变比例

加载。图3.5给出了双轴加载试验的试件布置。

(3) 加加加载载载制制制度度度
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在应力控制加载制度下加载到达峰值点后就会进入非稳定阶段，试件将

瞬间发生破坏，此时不能测得应力应变曲线的下降段，而在应变控制加

载制度下试件在加载全过程都处于稳定状态，可以测得应力应变全曲线，

所以本次试验采用应变控制加载制度。在双轴加载过程中，保持名义应

变比不变，并且根据应变比的不同将所有试件分为8组。压－压区4组，应

变比分别为1、0.3、0.1和0；拉－压区4组，应变比分别为-0.167、-0.25、

-0.5和−∞；由于试验条件的限制，没有进行双向受拉区的试验。

下面进行理论与实验结果的对比。对比的过程遵循这样的原则：对于单轴

加载全曲线，本文采用试验实测结果拟合得到单轴损伤演化的参数(λ±, ζ±, ξ±)；

然后采用单轴试验结果识别得到的参数，代入前述本构关系，对二维试验结果

进行预测，进而与实测二维全曲线进行对比，以验证模型的正确性和有效性。

(1) 单单单轴轴轴受受受拉拉拉应应应力力力应应应变变变关关关系系系

首先考虑单轴受拉情况。根据试验结果，按照随机建模规则，识别得到

单轴受拉模型参数为E0 = 37559MPa, λ+ = 4.92, ζ+ = 0.30, ξ+ = 40, ξ+
p =

0.70。试验结果与模型结果的对比如图3.6。
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 (1.e-6)

 Theory Mean
 Theory Mean-STD
 Theory Mean+STD
 Test results

(a)应力均值与标准差 (b)应力均值±标准差

图 3.6 单轴受拉结果

(2) 单单单轴轴轴受受受压压压应应应力力力应应应变变变关关关系系系

对于单轴受压，根据试验结果，按照随机建模规则，识别得到单轴受压模

型参数为E0 = 37559MPa, λ− = 7.77, ζ− = 0.37, ξ− = 50, ξ−p = 0.20。试验

结果与模型结果的对比如图3.7。

值得指出的是，虽然采用了同一批试验数据，但是由于本文工作与本课题
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图 3.7 单轴受压结果

组之前的工作 [52]在塑性变形建模中采用了不同的处理方式，故本文的模

型参数识别工作是独立进行的。

(3) 双双双轴轴轴受受受力力力全全全曲曲曲线线线

采用单轴全曲线试验拟合得到的参数，对二维加载（σ3 = 0）结果进行

了数值模拟，双轴等压加载条件下的数值与试验结果对比如图3.8。可见，

试验结果在均值和方差意义上均与试验结果有一定的一致性，这从一个侧

面说明了模型的有效性。
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图 3.8 双轴受压结果ε2/ε1 = −1/ − 1

(4) 双双双轴轴轴强强强度度度包包包络络络线线线

双轴强度包络线的结果及与试验结果的对比如图3.9。除了本课题组的试

验结果，图中还包括了若干经典试验结果 [98,138,139]。从图中可以看出，大

部分试验结果都落在了均值±方差的区域中。可见：本文模型不仅能够预
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测双轴应力作用下混凝土强度的提高和降低，还能给出强度波动的范围。
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图 3.9 双轴强度包络图

3.3.2 动力模型验证

(1) 单单单轴轴轴全全全曲曲曲线线线

动力作用下混凝土全曲线试验结果目前还非常少，不足以进行系统的随机

损伤演化分析，所以这里仅考虑单轴动力全曲线的均值演化。用以模型验

证的试验结果来源于 Suaris and Shah [140,141]的工作。
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图 3.10 动力单轴受拉全曲线
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动力作用下单轴受拉应力应变曲线见图3.10。数值模拟所采用材料参数

为：E0 = 35400MPa, λ+ = 5.684, ζ+ = 0.541, η+
d = 0.12, n+

d = 4.4。单轴受

拉条件下未考虑塑性应变的发展。从图3.10可以看出，本文建议模型能够

较好地模拟动力作用下混凝土的非线性发展，同时对峰值强度提高也能够

较好地描述，由于单轴受拉条件下未考虑塑性变形，对于动力作用下峰值

应变的提高估计过高。
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图 3.11 动力单轴受压全曲线

单轴受压条件下同时考虑了动力损伤演化与粘塑性应变演化。动力加

载条件下单轴受压应力应变全曲线的数值结果与试验结果 [126] 的对比见

图3.11。数值模拟所采用材料参数为：E0 = 31700MPa, λ− = 7.42, ζ− =

0.318, η−p = 100, n−p = 6, η−d = 30, n−d = 4。由图3.11可以看出，此时模型结

果与试验结果符合较好。

综合单轴受拉与单轴受压的结果，可知：只有同时考虑损伤的率敏感性与

塑性演化的率敏感性，才能在应力应变层面上与试验结果有较好的吻合。

前者主要影响应力的演化与峰值强度，而后者主要影响应变的演化与峰值

应变。

(2) 单单单轴轴轴强强强度度度提提提高高高

强度提高因子（DIF）是一个非常便于实验测量的物理量，迄今为止已经

积累起了丰富的结果，所以本文在讨论的时候同时考虑了均值和方差的影

响，同时给出了两倍方差的分布范围。

单轴受拉动力强度提高因子结果如图3.12，数值模拟参数取为：

83

任
晓
丹
博
士
学
位
论
文



同济大学 博士学位论文 基于多尺度分析的混凝土随机损伤本构理论研究

 

1E-9 1E-7 1E-5 1E-3 0.1 10 1000

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

 

 

 Klepaczko & Brara (2001 Wet concrete)
 Klepaczko & Brara (2001 Dry concrete)
 Toutlemonde ( 1995)  Ross (1995)
 Birkimer (1966)           Yan & Lin (2006)
 Hatano (1960)             Takeda(1959, 1962)    
 Bachman (Weerheijm & van Poormaal 2007) 
 Model mean                      mean+-2std

D
yn

a
m

ic
 in

cr
ea

se
 fa

ct
or

Strain rate 1/S

图 3.12 单轴受拉动力强度提高因子DIF
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图 3.13 单轴受压动力强度提高因子DIF
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E0 = 35400MPa, λ+ = 5.684, ζ+ = 0.541, ξ+ = 40, η+
d = 0.05, n+

d = 2.5。

单轴受压动力强度提高因子结果如图3.13，数值模拟参数取为：

E0 = 31700MPa, λ− = 7.42, ζ− = 0.318, ξ− = 50, η−p = 5, n−p = 6, η−d =

30, n−d = 4。

数值模拟结果表明，本文模型不仅能在均值上很好地模拟混凝土在动力作

用下的强度提高，同时也能很好地模拟强度提高的随机波动，这位结构的

动力作用下的可靠度分析提供了基础。

(3) 双双双轴轴轴包包包络络络图图图

利用前述单轴应力应变曲线拟合得到材料参数，即可进行多维动力本构关

系的数值模拟。但是，迄今为止并未有可靠的针对多维应力状态下混凝

土的动力本构关系试验结果。因此，这里仅给出混凝土动力强度包络图

（图3.14）的数值结果作为研究参考。从图3.14中可以看出，双轴强度包

络图中由抗拉强度控制的区段，其在动力作用下的强度提高高于抗压强度

控制的区段。
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图 3.14 动力双轴强度包络图

3.4 随机损伤模型的拓展

实际上，混凝土并不是一种理想脆性材料，受力过程中还保留了一定的延
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性特征，如卸载之后会有残余应变、重复加载过程中会出现次级滞回圈等等。

这使得人们一般将混凝土定义为伪脆性（quasi-brittle）材料。而对于伪脆性材

料的建模应当考虑滞回性能的影响。前面讨论的细观随机断裂模型，主要针对

于脆性材料的建模。而对于材料的滞回性能，研究者也提出了一些细观模型

对其进行描述。如Masing [142]最早研究了延性材料的滞回性能，并提出了一系

列唯象的准则对其进行描述。后来，Iwan [143]提出了分布单元模型(distributed-

element model)来描述构件的滞回性能。模型中采用并联单元的结构形式，每个

单元均采用理想弹塑性本构关系，并且不同的单元的屈服强度是随机的，服

从某种分布。后续的研究指出 [144]，Iwan模型能够从理论上推导出Masing准则，

二者在理论上具有等价性。最近，Ashrafi等人 [145]希望通过引入细观屈服-断裂

模型的方式，利用Iwan模型同时考虑材料的滞回和软化。然而，由于这一模型

将延性作为控制因素而将损伤视为辅助因素，也不能很好得描述混凝土的重复

加载性能。

本节，拟对本章第二节所述的细观随机断裂模型进行拓展，同时考虑损伤

和滞回的影响，建立混凝土在重复荷载作用下的分析模型。

3.4.1 滞回特征的建模

为了便于分析，这里采用并联系统模拟单轴受力试件。对于细观单元而言，

其性能可以划分为两个阶段：断裂前，单元保持弹性，其加载与卸载曲线均为

直线；发生断裂时，单元的应力有瞬间跌落，但是并不跌落至0；断裂后，具有

残余应力，同时由于内部裂缝表面摩擦的影响，加载与卸载曲线分离，具有滞

回圈的性质。考虑到这种性能，我们建议了如图3.15所示的如细观单元。其中

主弹性元件表征单元的弹性性能；断裂元件定义了单元的断裂应力σc；摩擦元

件定义了单元的残余应力 σs；次级弹性元件用于描述开裂后单元的弹性刚度。

整个单元的性质由断裂单元控制，分为两个阶段，断裂前为弹性，断裂后为理

想弹塑性。

先考虑单调加载情况下上述细观单元的行为。利用Heaviside函数，可以将

两阶段的应力应变关系统一表述为一个等式，有

σ = H(∆ − ε)E0ε + H(ε − ∆)σs (3.40)
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图 3.15 细观单元的构成

其中∆ = σc/E0为断裂应变。

根据以往的实验研究 [146,147]，断裂应力与残余应力之间，有如下线性关系

σs = ηsσc = ηsE0∆ (3.41)

其中ηs为剪力保持因子。综合上面两式可得

σ = [1 − H(ε − ∆)] E0ε + H(ε − ∆)ηsE0∆ (3.42)

单调加载条件下细观单元的应力应变曲线如图3.16。

细观单元的卸载和再加载行为稍显复杂，如图3.17所示。

断裂前，卸载和再加载均沿着初始直线进行；断裂后，卸载与再加载表现

出明显的滞回性能。滞回环水平段的应力的绝对值为残余应力σs，而卸载与再
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图 3.16 细观单元单调加载应力应变曲线
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图 3.17 细观单元卸载与再加载应力应变曲线

加载的刚度等于主弹性元件与次级弹性元件的串联刚度，为

Es =
E′

E′ + E0
E0 =̂ ηeE0 (3.43)

其中ηe定义为刚度折减系数。

定义(εmax, σmax)为单调加载曲线上的初始卸载点，那么整个细观单元的卸

载曲线可以用下述分段函数表示

σmax − σ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
E0(εmax − ε) if ∆ − εmax > 0

ηeE0(εmax − ε) if ∆ − εmax ≤ 0 and εmax − ε <
2ηs
ηe

∆

2ηsE0∆ if ∆ − εmax ≤ 0 and εmax − ε ≥
2ηs
ηe

∆

(3.44)

采用Heaviside函数，可以将上述分段函数整理在一个统一的表达式内，有

σmax − σ = φ1(εmax − ε) + φ2(εmax − ε) + φ3(εmax − ε) (3.45)
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其中

φ1 = H(∆ − εmax)E0(εmax − ε) (3.46)

φ2 = H(εmax − ∆)H
[︁

2ηs
ηe

∆ − (εmax − ε)
]︁
ηeE0(εmax − ε) (3.47)

φ3 = H(εmax − ∆)H
[︁
(εmax − ε) − 2ηs

ηe
∆
]︁

2ηsE0∆ (3.48)

由图3.17可以发现，不论是断裂前还是断裂后，卸载曲线与再加载曲线都是中

心旋转对称的，同时再加载至初始卸载点之前，细观单元不会发生断裂。因此，

再加载曲线可以由卸载曲线经过旋转对称变换直接得到。

定义再加载点为(εmin, σmin)，则再加载过程的应力应变曲线为

σ − σmin = φ1(ε − εmin) + φ2(ε − εmin) + φ3(ε − εmin) (3.49)

当再加载超过初始卸载点(εmax, σmax)时，再加载曲线回到单调加载曲线上。

下面讨论细观并联元件系统的求解。首先引入断裂应变随机场∆(x)，同前

述细观断裂模型一样，假定其一维密度函数和分布函数为⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
f (∆; x) = f (∆)

F(ε) =
∫︀ ε

−∞
f (∆)d∆

(3.50)

同时再定义期望函数

G(ε) =

∫︁ ε

−∞

∆ f (∆)d∆ (3.51)

令

σi = σ(xi) i = 1, 2, . . . ,M (3.52)

表示第i个细观单元的应力，xi为第i个单元的空间坐标，M为细观单元总数。考

虑每个细观单元的截面积相同，那么整个并联系统的平均应力为

σ =
1
M

M∑︁
i=1

σ(xi) (3.53)

上式两端取极限M → ∞，有

σ = lim
M→∞

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣ 1
M

M∑︁
i=1

σ(xi)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

∫︁ 1

0
σ(x)dx (3.54)
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式（3.54）定义了细观应力与宏观应力的联系，即宏观应力是细观应力的直接

平均。

考察并联单元系统，系统中的单元可分为两种，断裂的单元和未断裂的单

元（图3.18），因此，可以将宏观应力分解为两项，一项是未断裂单元的贡献，

 

x

y

uncracked  
elements 

cracked 
elements 

 

图 3.18 并联系统的进一步分解

另一项是断裂单元的贡献，即有

σ = σd
+ σs (3.55)

其中σd为未断裂部分的总应力，而σs为断裂部分的残余应力。

考虑式（3.40），有

σd
=

1
M

M∑︁
i=1

H[∆(xi) − ε]σ(xi) (3.56)

由于未断裂单元满足弹性性质，所以其应力可以用弹性应力应变关系σ(xi) =

E0ε代替，于是上式可化为

σd
=

1
M

M∑︁
i=1

H[∆(xi) − ε]E0ε =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩1 −
1
M

M∑︁
i=1

H[ε − ∆(xi)]

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ E0ε (3.57)

考虑极限M → ∞，有

σd
=

{︃
1 −

∫︁ 1

0
H[ε − ∆(x)]dx

}︃
E0ε (3.58)
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考虑随机损伤的定义式（3.3），可知上式中大括号内第二项即为随机损伤变量，

于是上式化为

σd
= [1 − d(ε)]E0ε = [1 − d(ε)]dx]σe (3.59)

此处σe为弹性有效应力。另一方面，对于并联系统断裂部分的残余应力，有

σs
=

1
M

M∑︁
i=1

H[ε − ∆(xi)]σ(xi) (3.60)

考虑极限M → ∞，有

σs
=

∫︁ 1

0
H[ε − ∆(x)]σ(x)dx (3.61)

下面分两种情况讨论应力σd与σs的表达式。

(1)单单单调调调加加加载载载段段段

对于单调加载的情况，断裂部分单元的应力直接等于残余应力，考虑式

（3.61），有断裂部分的应力

σs
=

∫︁ 1

0
H[ε − ∆(x)]ηsE0∆(x)dx (3.62)

将式（3.62）与式（3.59）代入宏观应力（3.55），可得

σ = [1 − d(ε)]E0ε + ηsE0

∫︁ 1

0
H[ε − ∆(x)]∆(x)dx (3.63)

等式两边求数学期望，有

µσ(ε) = µσd (ε) + µσs(ε)

= E {[1 − d(ε)]E0ε} + E
{︃
ηsE0

∫︁ 1

0
H[ε − ∆(x)]∆(x)dx

}︃ (3.64)

式（3.64）右边第一项

µσd (ε) = {1 − E[d(ε)]}E0ε = [1 − F(ε)]E0ε (3.65)

式（3.64）右边第二项

µσs(ε) = ηsE0

∫︁ 1

0
E {H[ε − ∆(x)]∆(x)} dx

= ηsE0

∫︁ 1

0

∫︁ +∞

−∞

H(ε − ∆)∆ f (∆)d∆dx = ηsE0G(ε)
(3.66)
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整理上述三式，可得单调加载下的应力应变演化的均值表达式为

µσ(ε) = [1 − F(ε)]E0ε + ηsE0G(ε) (3.67)

由于本模型中建议的细观单元的性质比较复杂，所以尚难得到其方差表达

式。在后面的求解中，将以求解均值应力为目的，并且认为应力的均值响应代

表材料的宏观应力状态。

(2)卸卸卸载载载段段段和和和再再再加加加载载载段段段

将单元的卸载曲线（3.45）代入宏观应力积分（3.54），可得卸载段应力的

表达式如下：

σmax − σ =

∫︁ 1

0
φ1(εmax − ε)dx +

∫︁ 1

0
φ2(εmax − ε)dx +

∫︁ 1

0
φ3(εmax − ε)dx (3.68)

式（3.68）右端第一项∫︁ 1

0
φ1(εmax − ε)dx =

∫︁ 1

0
H(∆ − εmax)E0(εmax − ε)dx

= [1 − d(εmax)]E0εmax − [1 − d(εmax)]E0ε = σd
max − σ

d
(3.69)

由上式可得卸载过程中未断裂部分的卸载应力

σd
= [1 − d(εmax)]E0ε (3.70)

可知卸载过程中损伤d = d(εmax)保持不变。式（3.68）右端第一项的数学期望定

义为Φ1，有

Φ1(εmax) = µ {[1 − d(εmax)]E0(εmax − ε)} = [1 − F(εmax)]E0(εmax − ε) (3.71)

将式（3.69）代入式（3.68），可得

σs
max − σ

s
=

∫︁ 1

0
φ2(εmax − ε)dx +

∫︁ 1

0
φ3(εmax − ε)dx (3.72)

上式即为卸载段断裂部分单元承担的应力，两端作用期望算符，可得

µ
(︀
σs

max − σ
s)︀

= E
[︃∫︁ 1

0
φ2(εmax − ε)dx

]︃
+ E

[︃∫︁ 1

0
φ3(εmax − ε)dx

]︃
=

∫︁ 1

0
E

[︀
φ2(εmax − ε)

]︀
dx +

∫︁ 1

0
E

[︀
φ3(εmax − ε)

]︀
dx

(3.73)
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两个积分号内的部分

E
[︀
φ2(εmax − ε)

]︀
= E

{︃
H(εmax − ∆)H

[︃
2ηs

ηe
∆ − (εmax − ε)

]︃
ηeE0(εmax − ε)

}︃
= ηeE0(εmax − ε)

∫︁ +∞

−∞

H(εmax − ∆)H
[︃
2ηs

ηe
∆ − (εmax − ε)

]︃
f (∆)d∆

= ηeE0(εmax − ε)
∫︁ εmax

ηe
2ηs

(εmax−ε)
f (∆)d∆

= ηeE0(εmax − ε)
{︃

F(εmax) − F
[︃
ηe

2ηs
(εmax − ε)

]︃}︃
= ηeE0(εmax − ε)

{︃
E [d(εmax)] − F

[︃
ηe

2ηs
(εmax − ε)

]︃}︃

(3.74)

E
[︀
φ3(εmax − ε)

]︀
= E

{︃
H(εmax − ∆)H

[︃
(εmax − ε) −

2ηs

ηe
∆

]︃
2ηsE0∆

}︃
= 2ηsE0

∫︁ +∞

−∞

(εmax − ∆)H
[︃
(εmax − ε) −

2ηs

ηe
∆

]︃
∆ f (∆)d∆

= 2ηsE0

∫︁ ηe
2ηs

(εmax−ε)

−∞

∆ f (∆)d∆ = 2ηsE0G
[︃
ηe

2ηs
(εmax − ε)

]︃
(3.75)

定义

Φ2(εmax − ε) = E
[︃∫︁ 1

0
φ2(εmax − ε)dx

]︃
= ηeE0(εmax − ε)

{︃
F(εmax) − F

[︃
ηe

2ηs
(εmax − ε)

]︃}︃ (3.76)

Φ3(εmax − ε) = E
[︃∫︁ 1

0
φ3(εmax − ε)dx

]︃
= 2ηsE0G

[︃
ηe

2ηs
(εmax − ε)

]︃
(3.77)

卸载段应力应变关系（3.68）最终化为

E(σmax − σ) = E(σd
max − σ

d) + E(σs
max − σ

s)

= Φ1(εmax − ε) + Φ2(εmax − ε) + Φ3(εmax − ε)
(3.78)

其中函数Φ1，Φ2和Φ3的表达式分别见式（3.71），（3.76）和（3.77）。定义抽象
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函数

ℋ(·) = Φ1(·) + Φ2(·) + Φ3(·) (3.79)

那么卸载段平均应力应变关系可以表示为

E(σmax − σ) = ℋ(εmax − ε) (3.80)

对于再加载段方程（3.49）重复上述推导过程，可得再加载段系统平均应

力应变关系

E(σ − σmin) = ℋ(ε − εmin) (3.81)

根据上述推导，可得系统的加载、卸载和再加载曲线如图3.19所示。当再

 
loading curve 

reloading curve 

unloading curve 



  

图 3.19 加载、卸载和再加载曲线

加载越过初始卸载点(εmax, σmax)时，应力应变曲线就会折回到初始卸载曲线上，

这从一个侧面体现了模型的“记忆性”，即模型会“记住”卸载点的位置，并

且在对应点返回单调加载曲线。实际上，“记忆性”是本文推导的这一类模型与

其它类型的滞回模型（如Bouc-Wen模型 [148,149]）之间最大的最大的区别。本文

后面的讨论中将结合模型的滞回规则更细致地讨论“记忆性”的特点和影响。

(3)滞滞滞回回回规规规则则则

在风、地震等非等幅重复荷载的作用下，结构往往表现出非常复杂的非线

性行为。将非等幅重复荷载作用到上述损伤滞回模型上，也会得到一系列非常

复杂的响应。Iwan [143]曾建议采用直接数值模拟得到并联滞回模型在非等幅荷

载作用下的性能。这一思路虽然简单，但是需要追踪和记录每一个细观单元的
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第 3章 混凝土细观随机断裂模型及扩展

加载历史和应力状态，同时为了得到连续性较好的模拟结果，所模拟的的细观

单元的数量又不宜过少，所以直接数值模拟的计算效率并不高。通过对系统的

进一步分析，研究者 [144]发现可以在加载、卸载和再加载曲线的基础上，引入

一系列准则，来完整描述并联系统在非等幅荷载作用下的性能。对于 Iwan模

型，其对应的准则就是Masing准则。参照Ashrafi等人的工作 [145]，我们建议如下

两条准则：

(I) 滞滞滞回回回环环环内内内。。。系统的损伤-滞回性能可以用下述表达式表示⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
σ = [1 − F(ε)]E0ε + ηsE0G(ε) 加载曲线

σ* − σ = ℋ(ε* − ε) 卸载曲线

σ − σ* = ℋ(ε − ε*) 再加载曲线

(3.82)

其中(ε*, σ*)为加载反转点。

(II) 滞滞滞回回回环环环间间间。。。如果内环在卸载或者再加载过程中与外环曲线相交，那么后

续的曲线将转入外环。

 
y

x

A

B

C

D

O

 图 3.20 复杂重复加载条件下的损伤滞回性能

上述第一条滞回准规定了前面求出的加载、卸载和再加载曲线是复杂重复

荷载作用下系统滞回性能描述的基本元素。而第二条准则则精准地规定了系统

的记忆性，即卸载至内圈时，需要记住外圈的卸载和反向加载点，一旦卸载或

者反向加载至外圈，那么内圈的记忆就抹除。基于此，系统的记忆性可以由一

个从大到小的序列描述，这一类记忆性称为序列记忆性或者离散记忆性 [150]。

离散记忆性与一般的塑性力学或者损伤力学中内变量描述的记忆性有着很大的

区别：内变量在描述记忆性过程中，其个数和形式是不变的；而描述离散记忆
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性的序列，其长度是不断变化的，并且从理论上讲可以趋近于无穷。

根据上面两条滞回准则，所得复杂重复加载条件下的系统性能如图3.20所

示。

3.4.2 数值模拟结果

数值模拟中，细观单元断裂应变的分布仍然采用前述抽象细观弹性-断裂

模型中采用的对数正态分布，其密度函数和参数的表达式如式（3.22），（3.21）

和（3.20）。另一方面，由于对数正态分布的分布函数没有解析表达式，其计算

需耗费一定的计算量，这里同时尝试采用Weibull分布作为对数正态分布的一种

近似逼近。Weibull分布的密度函数为

f (∆) =
b
a

(︃
∆

a

)︃b−1

e−(
∆
a )b

(3.83)

积分可得分布函数

F(∆) = 1 − e−(
∆
a )b

(3.84)

分布的均值和方差表达式为

µ∆ = aΓ

(︃
1 +

1
b

)︃
(3.85)

V2
∆ = a2

[︃
Γ

(︃
1 +

2
b

)︃
− Γ2

(︃
1 +

1
b

)︃]︃
(3.86)

其中Γ(·)为Gamma函数。

这里采用直接随机模拟方法，即直接模拟具有大量单元的并联系统，验证

理论推导的正确性。将前述推导的理论结果（即式3.82）与直接随机模拟的结

果进行对比，随机模拟中取10万个细观单元组成并联系统。数值模拟参数取：

E0 = 37559MPa, ηs = 0.15, ηe = 0.3, λ = 5.0, ζ = 0.45, a = 190, b = 2.0。由

图3.21中的结果可以看出，直接随机模拟的结果与本文的解析结果非常吻合，

验证了本文理论推导的正确性。同时采用本文的理论结果，其计算效率较之直

接随机模拟有明显的提高。

应用Taylor论文中 [97]提到的混凝土单轴受拉重复加载试验。分别采用对

数正态分布与Weibull分布模拟试验结果，所得理论结果与试验结果的对比如
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(c)两类分布对比

图 3.21 直接随机模拟与理论结果对比
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图 3.22 单轴受拉重复加载结果
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图3.22。实测试件的弹性模量为E0 = 34810MPa，模拟中，采用的对数正态分

布计算参数为λ = 5.0, ζ = 0.35, ηs = 0.09, ηe = 0.25；Weibull分布的计算参数为

a = 180, b = 2.4, ηs = 0.09, ηe = 0.20。
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(a)对数正态分布 (b)Weibull分布

图 3.23 单轴受压重复加载结果

Karsan and Jirsa [96]进行了混凝土单轴受压重复加载试验。这里分别采用数

正态分布与Weibull分布模拟实验结果。实测混凝土弹性模量E0 = 32000MPa，

对数正态分布的计算参数为λ = 7.38, ζ = 0.71, ηs = 0.12, ηe = 0.25； Weibull分

布的计算参数为a = 2100, b = 1.35, ηs = 0.13, ηe = 0.25。模型结果与试验结果

的对比如图3.23。

由对比结果可以看出，本文模型能够同时描述混凝土在重复荷载作用下的

损伤和滞回性能，并且计算简单，易于实现。另一方面，不论是单轴受拉结果

还是单轴受压结果，对数正态分布得到的结果均更接近试验结果。

3.5 本章小结

本章基于细观随机断裂模型，探讨了随机损伤演化方程的建立和求解，并

将一维随机损伤演化与多维弹塑性损伤模型相结合，发展了多维弹塑性随机损

伤本构关系。除了理论体系的整理和完善，本章还在下述两个方面上有所创新：

其一，在弹塑性随机损伤模型的基础上引入了动力扩展，考虑了动力荷载作用

下混凝土强度提高因子的随机性；其二，在细观随机断裂模型的基础上引入滞

回性质，建立了混凝土在重复加载条件下的滞回模型，得到了混凝土次滞回圈

的合理描述。
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第第第 4章章章 数数数值值值多多多尺尺尺度度度损损损伤伤伤模模模型型型

上一章中介绍的细观随机断裂模型，在本质上是一类串行多尺度模型。它

抓住了混凝土损伤演化的要旨，简单而形象地体现了应力重分布过程以及在这

一过程中随机性与非线性的耦合。但是，随机断裂-滑移模型对于应力重分布规

律的反映是抽象的，因而也是笼统的，难以直接说明混凝土裂纹扩展过程中因

为裂缝相互作用所导致的复杂现象。在本章的研究中，我们试图在物理上具象

地反映随机损伤导致的应力重分布过程，从而为损伤演化规律的确立奠定扎实

的物理基础。

对于混凝土、岩石等脆性材料组成的结构，其损伤和破坏的过程至少包含

两个尺度。在细观尺度上，材料内部包含的大量微裂缝决定了材料受力过程中

的非线性行为。细观尺度的模型需要精细考虑微裂缝及其扩展对材料性能的影

响。在宏观尺度上，我们更关心结构整体的宏观响应，因此材料可视为连续体，

采用宏观损伤变量描述材料的软化与弱化。本章拟基于多尺度理论，从能量的

角度出发，建立细观裂缝扩展与宏观损伤演化之间的定量关系。同时，结合细

观与宏观的数值分析技术，建立数值多尺度损伤模型的框架。

4.1 基于摄动方法的均匀化理论

基于摄动方法，可以建立起均匀化理论的具有严格数学基础的理论体系，

并推导得到各类状态量和特征量的均匀化公式 [58]。本节拟简要介绍基于摄动方

法的均匀化理论体系，基于严格的数学基础，推导出均匀化应力、均匀化应变

以及均匀化刚度张量等表达式，为后续多尺度能量表达式以及损伤演化的建立

提供理论支持。

首先考虑两尺度力学模型，如图4.1所示：非均匀固体组成的结构，所占据

空间定义为Ω，边界定义为Γ，在细观尺度上，结构包含微裂缝。面力t作用于

边界Γt上，预定位移u作用于边界Γu上，并且有Γ = Γt ∪ Γu。为了推导的方便，

暂不考虑体力的影响。对于宏观结构的材料点，有细观单元体（unit cell）与之

相对应，单元体所在空间定义为Ωy，内部微裂缝形成的表面定义为Γc，其上也
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图 4.1 固体两尺度结构

作用面力p。

上述结构的静力平衡可定义如下微分方程边值问题

∇ · σε = 0 in Ω (4.1)

对应边界条件

σε · n = t on Γt (4.2)

uε = u on Γu (4.3)

其中σ为应力，u为位移，n表示边界的外法向量， t表示面力， ∇为拉普拉斯算

符；上标ε表示定义在宏观坐标系的函数包含细观结构。

对于内部微裂缝构成的内边界，需要进一步考虑外力边界条件

σε · n = p on Γc (4.4)

应力应变关系为

σε = Cε : εε (4.5)

上述方程中的场函数uε、 εε与σε 完整地考虑了细观结构的信息。针对上

述方程的数值求解必须对细观结构进行精细的建模，如此巨大的计算量是一般

数值模拟不能够承受的。同时空间尺度的差异也极容易导致微分方程数值求解
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第 4章 数值多尺度损伤模型

的奇异和发散。为了减小数值模拟的计算量，同时为了避免数值奇异，需要从

细-宏观两个尺度上分别求解方程。

将整体结构所在坐标系定义为宏观坐标系，用x表示，而单元体所在坐标

系定义为细观坐标系，用y表示。宏观坐标系与细观坐标系的换算可借助尺度参

数ε表示如下：

y =
x
ε

(4.6)

一般而言，尺度参数ε为一个小参数，定义了细观单元体尺度与宏观结构尺

度的比值。

不失一般性，对于一个定义在宏观尺度、但同时具有细观结构的函数，通

常用Φε(x)表示。如果只采用一个坐标x同时表示其宏观结构和细观结构，那么

其坐标的精度将由细观结构的尺度控制，这对于宏观响应的求解是不利的。此

时若函数具有某些特性，譬如细观周期性，就可以采用宏观和细观两个坐标分

别表示函数的宏观结构和细观结构，这就是两尺度函数的扩阶表示方法，有

Φε(x) = Φ(x, y) (4.7)

当然，由于宏观坐标与微观坐标之间具有式（4.6）定义的关系，欲求其空间导

数则需利用链式求导规则，有

∇xΦ
ε(x) = ∇xΦ(x, y) +

1
ε
∇yΦ(x, y) (4.8)

考虑图4.1所示的两尺度结构，其位移场uε(x)也相应的具有两个尺度，可以

用上述扩阶方法表示为：

uε(x) = u(x, y) (4.9)

为了求解微分方程（4.1），可进一步对位移场做如下摄动展开，并考虑尺度参

数ε为一个小参数，有

uε(x) = u(x, y) =

∞∑︁
k=0

εku[k](x, y) (4.10)

其中u[k](x, y)为位移场的第k阶摄动项。
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考虑小变形条件下的应变定义，有

εε(x) = ∇s
xu

ε(x) (4.11)

其中对称梯度算符

∇s =
1
2

(︁
∇ + ∇T

)︁
(4.12)

将位移场展开（4.10）代入应变的定义式（4.11）并整理，可得应变展开式

εε =

∞∑︁
k=−1

εkε[k] (4.13)

其中应变各阶摄动项

ε[−1] = ∇s
yu

[0] (4.14)

ε[k] = ∇s
xu

[k] + ∇s
yu

[k+1] k ≥ 0 (4.15)

将应变摄动展开式（4.13）代入应力应变关系式（4.5），可得应力摄动展开

σε =

∞∑︁
k=−1

εkσ[k] (4.16)

其中应力各阶摄动项

σ[k] = Cε : ε[k] (4.17)

将应力摄动展开式（4.16）代入平衡方程式（4.1），可得

1
ε2∇y · σ

[−1] +

∞∑︁
k=−1

εk
(︁
∇x · σ

[k] + ∇y · σ
[k+1]

)︁
= 0 (4.18)

由于参数ε的任意性，上式成立的充要条件是ε的各阶系数均为0，于是有下述各

阶平衡方程 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∇y · σ

[−1] = 0

∇x · σ
[k] + ∇y · σ

[k+1] = 0 k ≥ 0
(4.19)

其中第一个方程表示均匀化结构的平衡，而后面各阶方程表示由非均匀微结构

引起的各阶应力项的自平衡。下文中将讨论各阶平衡方程的求解。
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第 4章 数值多尺度损伤模型

先考虑式（4.19）中的第一个方程，并结合应力应变关系（4.17）与应变位

移关系（4.14），有

∇y · σ
[−1] = ∇y ·

(︁
Cε : ∇s

yu
[0]

)︁
= 0 (4.20)

根据微分方程定解理论以及Bakhvalov and Panasenko [58]的讨论，上述方程的解

与细观坐标y无关，只与宏观坐标x有关，表示为

u[0](x, y) = v[0](x) (4.21)

可知位移场uε的0阶摄动解u[0]为结构的宏观位移场。

再考虑（4.19）第二个方程中k = 0的情况，同时结合应力应变关系（4.17），

应变位移关系（4.14）以及0阶摄动解（4.21），有

∇x · σ
[−1] + ∇y · σ

[0]

=∇x ·
(︁
Cε : ∇s

yu
[0]

)︁
+ ∇y ·

(︁
Cε : ∇s

xu
[0] + Cε : ∇s

yu
[1]

)︁
=∇y ·

(︁
Cε : ∇s

xu
[0] + Cε : ∇s

yu
[1]

)︁
= 0

(4.22)

上式为u[1]的线性方程，其解可以表示成分离变量形式 [58,78]，有

u[1](x, y) = v[1](x) + χ(y) : ∇s
xu

[0] (4.23)

其中χ(y)3阶特征张量。

由上式可以看出：它定义了宏观应变与细观位移场之间的换算关系；而1阶

位移项v[1](x)则表征了细观位移场解的平移对称性。将位移场的1阶形式解

（4.23）代入方程（4.22），整理可得关于特征张量χ(y)的微分方程

∇y ·
[︁
Cε + Cε : ∇s

y χ(y)
]︁

= 0 (4.24)

再考虑作用在细观裂缝表面的内边界条件（4.4），可得边界条件[︁
Cε + Cε : ∇s

y χ(y)
]︁
· n = p on Γc (4.25)

综合式（4.24）与式（4.25）可以采用数值或解析方法解得特征张量χ(y)，

进而得到位移场的一阶摄动解u[1]。
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考虑应变、应变摄动展开的高阶截断，有

εε =

∞∑︁
k=−1

εkε[k] ≈
1
ε
ε[−1] + ε[0] (4.26)

σε =

∞∑︁
k=−1

εkσ[k] ≈
1
ε
σ[−1] + σ[0] (4.27)

考虑应力应变关系（4.17），应变位移关系（4.14）以及0阶形式解（4.21）和

1阶形式解（4.23），可解得上式中的各阶应变与应力

ε[−1] = ∇s
yu

[0] = ∇s
yv

[0] = 0 (4.28)

σ[−1] = Cε : ε[−1] = 0 (4.29)

ε[0] = ∇s
xu

[0] + ∇s
yu

[1] =
[︁
I + ∇s

yχ(y)
]︁

: ∇s
xv

[0] (4.30)

σ[0] = Cε : ε[0] =
[︁
Cε + Cε : ∇s

yχ(y)
]︁

: ∇s
xv

[0] (4.31)

将上述式子回代至应变展开截断（4.26）和应力展开截断（4.27），可得应

变场与应力场的近似摄动解

εε ≈
1
ε
ε[−1] + ε[0] = ∇s

xu
[0] + ∇s

yu
[1]

=
[︁
I + ∇s

y χ(y)
]︁

: ∇s
xv

[0](x) (4.32)

σε ≈
1
ε
σ[−1] + σ[0] = Cε :

(︁
∇s

xu
[0] + ∇s

yu
[1]

)︁
=

[︁
Cε + Cε : ∇s

y χ(y)
]︁

: ∇s
xv

[0](x) (4.33)

根据细观力学的结论，宏观均匀化应力等于细观应力的平均，因此，有

σ = ⌊σε⌉ ≈
⌊︁{︁

Cε + Cε : ∇s
y χ(y)

}︁
: ∇s

xv
[0](x)

⌉︁
=

{︁
⌊Cε⌉ +

⌊︁
Cε : ∇s

y χ(y)
⌉︁}︁

: ∇s
xv

[0](x)
(4.34)

上式中⌊·⌉为体积平均算符，定义为

⌊·⌉ =
1
Vy

∫︁
Ωy

· dΩ (4.35)

其中Vy为细观单元体的体积。

由上式（4.34）可以看出，右边大括号内的部分定义了宏观均匀化应变与

均匀化应力的关系，由此可定义为均匀化弹性刚度张量，即

C = ⌊Cε⌉ +
⌊︁
Cε : ∇s

y χ(y)
⌉︁

(4.36)
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第 4章 数值多尺度损伤模型

式（4.36）右边第一项为细观弹性刚度的直接平均，第二项为微结构特征张量

对宏观刚度张量的影响。可知宏观均匀化刚度并不等于细观刚度的直接平均，

还需考虑微结构特别是微缺陷引起的内力重分布的影响。

在连续介质损伤力学中，一般将损伤变量定义为由内部微裂缝和微缺陷引

起的刚度的折减，即

C = (I − D) : ⌊Cε⌉ (4.37)

那么综合式（4.37）与式（4.36），可解得损伤张量的表达式

D =
⌊︁
Cε : ∇s

y χ(y)
⌉︁

: ⌊Cε⌉
−1 (4.38)

至此我们得到了微缺陷作用下材料的宏观均匀化损伤张量，并从理论上建

立了材料多尺度分析的基本框架。但是，3阶张量 χ(y)的求解和积分都非常的

复杂，需要耗费大量的计算量。为了建立更为实用的多尺度本构关系模型，下

一节试图以连续损伤理论作为支撑，建立多尺度损伤表示理论.

还应该指出的是，上文中在推导基本解的过程中，需用到周期性条件，即

要求单胞在宏观上具有周期对称性。第一章已经述及，后来的研究中将这种周

期对称性做了相当程度的弱化。在实际应用过程中，上述周期性条件要求单胞

单元要足够大，包含足够的细观结构信息，能够代表细观结构的行为，即所谓

“细观足够大”。而后文中也尝试利用散度定理和直接积分转换的形式避免周期

性条件的引入。

4.2 多尺度能量传递

根据第二章中建立的连续介质损伤力学理论框架，损伤可以由Helmholtz自

由能势定义，损伤的演化与HFE的演化是等价的。我们知道，能量是一种标量，

数学处理简单，并且具备可加性，容易从细观尺度的能量积分得到宏观尺度的

能量。所以本节试图从能量的观点出发建立细观尺度与宏观尺度状态量之间的

联系。首先引入多尺度能量传递定理：

定理 4.1： 对于均匀化材料，宏观尺度的能量密度等于细观尺度微结构能量的

平均。
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Hill [151]最早提出了上述定理，但是Hill的推导中只考虑了连续的应力、应

变场，而并没有考虑微裂缝和缺陷引起的不连续应力、应变场的影响。本节在

考虑细观裂缝和缺陷的基础上，重新推导了上述定理，其本质上是对Hill定理

的推广，同时本节的最后还引入了若干技巧考虑细观尺度上材料局部非线性的

影响。

4.2.1 基于摄动均匀化理论的推导

首先基于上一节建立的多尺度摄动均匀化理论推导多尺度能量传递定

理。细观尺度上，先只考虑弹性固体中包含若干裂缝的情形。此时细观尺度

的Helmholtz自由能势就是材料的弹性能密度，有

ψε =
1
2
σε : εε (4.39)

将细观应变场（4.32）与应力场（4.33）代入细观HFE表达式（4.39），可

得

ψε =
1
2

(︁
∇s

xu
[0] + ∇s

yu
[1]

)︁
: Cε :

(︁
∇s

xu
[0] + ∇s

yu
[1]

)︁
=

1
2
∇s

xu
[0] : Cε : ∇s

xu
[0] +

1
2
∇s

yu
[1] : Cε : ∇s

yu
[1] + ∇s

xu
[0] : Cε : ∇s

yu
[1]

(4.40)

考虑上式在单元体内的积分，可得∫︁
Ωy

ψεdΩ =

∫︁
Ωy

1
2
∇s

xu
[0] : Cε : ∇s

xu
[0]dΩ +

∫︁
Ωy

1
2
∇s

xu
[1] : Cε : ∇s

xu
[1]dΩ

+

∫︁
Ωy

∇s
xu

[0] : Cε : ∇s
xu

[1]dΩ

(4.41)

下面分别求解式（4.41）右面的三个能量积分项。

(1) 第一项能量积分

第一项能量积分只与宏观应变∇s
xu[0]有关，可以直接积分得到，有∫︁

Ωy

1
2
∇s

xu
[0] : Cε : ∇s

xu
[0]dΩ =

Vy

2
∇s

xu
[0] : ⌊Cε⌉ : ∇s

xu
[0] (4.42)

(2) 第二项能量积分

考虑平衡方程（4.19）中的第二式，并取k = −1，有

∇x · σ
[−1] + ∇y · σ

[0] = 0 in Ωy (4.43)
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将−1阶应力摄动项（4.29）代入上式，得

∇y · σ
[0] = 0 (4.44)

等式两边同乘以u[1]并在细观单元体内积分，得∫︁
Ωy

u[1] · ∇y · σ
[0]dΩ = 0 (4.45)

对上式进行分部积分，可得∫︁
Ωy

u[1] · ∇y ·σ
[0]dΩ = −

∮︁
Γc

u[1] ·σ[0] · ndΓ −

∫︁
Ωy

σ[0] · ∇y · u[1]dΩ = 0 (4.46)

考虑内边界条件（4.4）以及σ[0]的对称性，上式化为∫︁
Ωy

σ[0] : ∇yu[1]dΩ = −

∮︁
Γc

u[1] · pdΓ (4.47)

将σ[0]表达式（4.31）代入上式，整理后可得∫︁
Ωy

∇s
xu

[1] : Cε : ∇s
xu

[1]dΩ +

∫︁
Ωy

∇s
xu

[0] : Cε : ∇s
xu

[1]dΩ

= −

∮︁
Γc

u[1] · pdΓ

(4.48)

上式实际上给出了第二项与第三项能量积分项的组合。

(3) 第三项能量积分

考虑位移场的一阶摄动解（4.23），第三项能量积分可以化为∫︁
Ωy

∇s
xu

[0] : Cε : ∇s
xu

[1]dΩ = ∇s
xu

[0] :
∫︁

Ωy

Cε : ∇s
yχ(y)dΩ : ∇s

xu
[0] (4.49)

另外，考虑均匀化应力表达式（4.57），有

σ = ⌊Cε⌉ : ∇s
xu

[0] +
⌊︁
Cε : ∇s

y χ(y)
⌉︁

: ∇s
xu

[0] (4.50)

综合上面两式，可得∫︁
Ωy

∇s
xu

[0] : Cε : ∇s
xu

[1]dΩ = Vyσ : ∇s
xu

[0] − Vy ⌊Cε⌉ : ∇s
xu

[0] (4.51)

将式（4.42），（4.48）和（4.51）代入能量积分式（4.41），整理之后得

1
Vy

⎛⎜⎜⎜⎜⎝∫︁
Ωy

ψεdΩ +
1
2

∮︁
Γc

u[1] · pdΓ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =
1
2
σ : ∇s

xu
[0] =

1
2
σ : ε (4.52)
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另一方面，宏观Helmholtz自由能势就是宏观应力与应变的乘积，即

ψ =
1
2
σ : ε (4.53)

综合上面式（4.52）与式（4.53），我们得到考虑微裂缝之后多尺度能量传递的

最终表达式

ψ =
1
Vy

⎛⎜⎜⎜⎜⎝∫︁
Ωy

ψεdΩ +
1
2

∮︁
Γc

u[1] · pdΓ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (4.54)

上式右边第一项表示细观应变能的平均，是经典Hill定理 [151]中给出的部分，第

二项是沿着裂缝表面积分，是考虑了细观裂缝之后产生的附加项。利用上式，

就可以由包含细观裂纹的细观分析结果得到宏观材料的Helmholtz自由能势。

基于摄动均匀化方法的推导过程具有严格的数学基础，但是摄动均匀化方

法需要周期性条件作为基本假定，而实际的工程材料，特别是混凝土材料，往

往不具有严格的周期性，这就约束了上述结论的应用范围。而事实上，在实际

应用中我们发现，周期性条件并不对上述结论产生本质性的影响。所以在下面

的讨论中，本文试图直接基于积分转换得到考虑微裂缝的多尺度能量传递公

式。

4.2.2 基于散度定理的推导

在细观力学中，有两个重要的概念：其一是“平均化”（Averaging），其二

是“均匀化”（Homogenization）。前者是指细观状态量的直接平均，而后者则

是指与宏观状态量“等效”的细观状态量的运算。可以看出，平均化状态量非

常便于利用细观分析的结果计算得到，而均匀化状态量则适用于宏观结构的分

析和计算。平均化状态量与均匀化状态量一般存在着一定的关系，对于某些状

态量二者是相等的，而对于另外一些，还需要考虑某些附加因素引起的附加项

的影响。实际上，多尺度能量传递公式试图表达的，即是平均化能量和均匀化

能量之间的关系。

首先考虑应力、应变的平均化和均匀化。利用平均化算符，平均化应力和

应变分别为

⌊σε⌉ =
1
Vy

∫︁
Ωy

σεdΩ (4.55)
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⌊εε⌉ =
1
Vy

∫︁
Ωy

εεdΩ (4.56)

对于均匀化应力，一般指单元体边界上总的外力形成的张力，而均匀化应

变是指单元体边界上的总位移在单元体内部的平均，二者均为细观单元体的外

部表现，分别定义为：

σ =
1
Vy

∮︁
∂Ωy

(tε ⊗ x)dΓ (4.57)

ε =
1

2Vy

∮︁
∂Ωy

(uε ⊗ n + n⊗ uε) dΓ (4.58)

其中tε为细观单元体表面作用的面力，⊗表示张量的并乘，
∮︀
表示沿着曲线或者

曲面的闭合积分。再引入等式

∇ · (σε ⊗ x) = ∇ · σε ⊗ x + σε · (∇ ⊗ x) = σε (4.59)

可以看出，上式是平衡条件（4.1）的直接结果。

对于平均化应力（4.55）应用应力恒等式（4.59）并同时考虑均匀化应力的

定义（4.57），可得

⌊σε⌉ =
1
Vy

∫︁
Ωy

σεdΩ =
1
Vy

∫︁
Ωy

∇ · (σε ⊗ x)dΩ

=
1
Vy

∮︁
∂Ωy

(tε ⊗ x)dΓ −
1
Vy

∮︁
Γc

(tε ⊗ x)dΓ

= σ −
1
Vy

∮︁
Γc

(tε ⊗ x)dΓ

(4.60)

考虑到内部微裂缝表面作用的应力，诸如内聚应力、净水压力等，均为自平衡

力系，所以上式右端第二项的面积分可以不考虑，即有

σ = ⌊σε⌉ (4.61)

上式说明，具有微裂缝的细观结构应力场的均匀化应力等于平均应力。
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对于平均应变场（4.56），考虑均匀化应变的定义（4.58），有

⌊εε⌉ =
1
Vy

∫︁
Ωy

εεdΩ =
1

2Vy

∫︁
Ωy

(∇ ⊗ uε + uε ⊗ ∇) dΩ

=
1

2Vy

∮︁
∂Ωy

(uε ⊗ n + n⊗ uε)dΩ −
1

2Vy

∮︁
Γc

(uε ⊗ n + n⊗ uε)dΓ

= ε −
1

2Vy

∮︁
Γc

(uε ⊗ n + n⊗ uε)dΓ

(4.62)

整理，得

ε = ⌊εε⌉ +
1

2Vy

∮︁
Γc

(uε ⊗ n + n⊗ uε)dΓ (4.63)

上式右边第二项是裂纹两侧位移场不连续跳跃引入的附加应变。在裂缝发展初

期，基体中应力-应变较大，因而基体中的平均应变对宏观均匀化应变的贡献较

大；而在裂纹发展到比较充分，基体中应力、应变比较小的时候，附加应变可

以成为均匀化应变的主要部分。

下面考虑平均自由能⌊ψε⌉与均匀化自由能ψ的关系。对于细观自由能（4.39）

的积分，有∫︁
Ωy

ψεdΩ =
1
2

∫︁
Ωy

σε : εεdΩ

=
1
2

∫︁
Ωy

1
2
σε : (∇ ⊗ uε + uε ⊗ ∇) dΩ

=
1
2

∫︁
Ωy

1
2

[︀
∇ · (uε · σε) + ∇ · (σε · uε) − uε · ∇ · σε − ∇ · σε · uε

]︀
dΩ

=
1
2

∫︁
Ωy

∇ · (uε · σε)dΩ

(4.64)

应用散度定理，上式化为∫︁
Ωy

ψεdΩ =
1
2

∫︁
Ωy

∇ · (uε · σε)dΩ

=
1
2

∮︁
∂Ωy

uε · σε · ndΓ −
1
2

∮︁
Γc

uε · σε · ndΓ

=
1
2

∮︁
∂Ωy

uε · tεdΓ −
1
2

∮︁
Γc

uε · pdΓ

(4.65)

在多尺度分析中，对于细观单元体，一般考虑应变控制加载，如果让一个

单元体的均匀化应变为ε，常用的方法是在单元体的外边界上施加如下所示的线
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性分布位移 [152]，即

uε = ε · x on ∂Ωy (4.66)

线性位移边界条件代入式（4.65）右端第一项，并结合均匀化应力的定义

（4.57）有

1
2

∮︁
∂Ωy

uε · tεdΓ =
1
2

∮︁
∂Ωy

(ε · x) · tεdΓ

=
1
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣∮︁
∂Ωy

(tε ⊗ x) dΓ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ : ε

=
Vy

2
σ : ε = Vyψ

(4.67)

将上式代入（4.65）并整理，可得

ψ =
1
Vy

⎛⎜⎜⎜⎜⎝∫︁
Ωy

ψεdΩ +
1
2

∮︁
Γc

uε · pdΓ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (4.68)

至此，我们推导得到了平均自由能⌊ψε⌉与均匀化自由能ψ的关系。显然这一关

系给出了细观能量与宏观能量的联系，同时也是多尺度能量传递定理的数学表

达。

上述推导中只引入了平衡条件和散度定理，并没有引入周期性条件，也没

有引入任何形式的应力应变关系，所以其结论虽然与基于摄动均匀化理论得到

的表达式一致，但是适用范围却更加广泛。

4.2.3 几何非线性的引入

实际上，在基于散度定理的推导过程中，并没有引入材料性质，所以上述

能量传递定义可以适用于基体中出现材料非线性的情况。另一方面，上面推导

过程中，采用了线性的应变与位移关系，所以上述结论不能直接应用于几何非

线性问题。当然，实际应用中，材料非线性与几何非线性往往是相互联系的，

大的局部变形往往会引起材料非线性，而材料非线性引起的弱化和软化又往往

导致局部变形的集中。所以本小节希望建立希望在多尺度能量传递定理中引入

几何非线性的影响。

首先，考虑材料基体中出现非线性的情形。对于实际结构而言，非线性一

经出现，往往倾向于集中到某一个区域，区域内部进入非线性，区域外部保持
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线性。本文也考虑此类非线性区域，并且引入隔离体的技巧，将非线性区域与

线性基体隔离开来，如图 4.2所示。图中考虑非线性区域Ωin，将非线性区域隔

离出单元体Ωy之后，剩余部分基体为Ωm，同时隔离体交界面内力为p。

 

Y

micro-crack 

elastic matrix 

inclusion 



elastic matrix with micro 
crack and voids 

inclusion 
m

p

in

p

in
in

 图 4.2 细观基体中的非线性区域和隔离体

对于隔离出非线性区域之后剩余的基体部分，可以看作线性基体内部存在

微裂缝微空洞的情形，应用多尺度能量传递定理，有

ψ =
1
Vy

(︃∫︁
Ωm

ψεdΩ +
1
2

∮︁
Γc

uε · pdΓ +
1
2

∮︁
Γin

uε · pdΓ

)︃
(4.69)

非线性带内的材料仍然可以采用连续介质力学的方法描述，但应当考虑材

料及几何非线性。这样上式右边第三项中的闭合曲面积分可以用非线性带内的

体积分表示，下面给出详细推导。

非线性带所占据的空间为Ωin，边界为Γin。考虑大变形引起的几何非线性之

后。在初始坐标系Y内，非线性带的位型用ΩY
in和ΓY

in表示；而在当前坐标系y内，

非线性带的位型用Ω
y
in和Γ

y
in表示。在连续介质力学中，在当前坐标系与初始坐标
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系之间可定义映射函数

y = ϕ(Y, t) (4.70)

材料点的位移定义为

u(Y, t) = y − Y = ϕ(Y, t) − Y (4.71)

在当前坐标系中，平衡方程一般基于柯西应力τ表达为

∇y · τ
ε = 0 (4.72)

对应的外力边界条件，即非线性带隔离面上的应力作用，为

τε · n = p (4.73)

上述平衡方程两端乘以uε并在单元体内做体积分，可得∫︁
Ω

y
in

uε · ∇y · τ
εdΩ = 0 (4.74)

上式做分部积分，可解的式（4.69）中右边第三项面积分，有∮︁
Γin

uε · pdΓ =

∫︁
Ω

y
in

τε : (∇y ⊗ uε)dΩ (4.75)

考虑到连续介质力学中对偶应力应变的定义，还可以将上述积分表示成另外几

个常用的形式，有 ∮︁
Γin

uε · pdΓ =

∫︁
Ω

y
in

τε : (∇y ⊗ uε)dΩ

=

∫︁
ΩY

in

Sε : EεdΩ

=

∫︁
ΩY

in

F · Sε : (∇Y ⊗ uε)dΩ

(4.76)

其中F · Sε和Sε分别为第一类和第二类Piola-Kirchhoff应力； E为Green应变。至

此我们推导得到了利用非线性带内应力应变积分求解边界积分的方法。将上式

代入式（4.69）后可以看出，整个多尺度能量积分还是分解为了两个部分：一

部分是连续基体的体积分，其中包含线性部分和非线性部分；另一部分则是间

断面的影响。引入拓展的细观Helmholtz自由能势如下：

Ψε =
1
2
Σε : Ξε (4.77)
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其中Σε与Ξε为能量对偶应力和应变，可以根据具体情况取不同的表达式，只要

满足连续介质力学中的能量对偶和等效即可，在线性小变形条件下，各类对偶

应力应变的定义都收敛到线性应力与应变表达式。

经过整理，可得推广的多尺度能量传递定理

ψ =
1
Vy

⎛⎜⎜⎜⎜⎝∫︁
Ωy

ΨεdΩ +
1
2

∮︁
Γc

uε · pdΓ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (4.78)

上述表达式可以同时考虑材料和几何非线性的影响。

4.3 多尺度损伤表示理论

利用Helmholtz自由能势表示损伤变量，可以依据多尺度方法基

于Helmholtz自由能势利用数值分析损伤变量的取值，进而得到其在整个加

载过程中的演化规律。下面分别就各类损伤模型，讨论由Helmholtz自由能势表

示损伤演化的方法，由于这里的Helmholtz自由能势是由细观结构分析结果通过

多尺度能量传递定理积分得到的，所以由此得到的损伤演化表述反映了细观结

构中因微裂缝产生和发展而导致的应力重分布的信息。本节讨论的方法可以统

一称之为多尺度损伤表示理论。

另一方面，由于混凝土中塑性应变形成的机理更加复杂，目前还很难直接

从细观模拟的基础上得到可信的结果，所以下面的讨论中均不先考虑塑性变形，

所得结果可以作为弹性损伤模型结果直接使用，也可以代入损伤子空间中，与

塑性子空间的经验模型共同组成弹塑性损伤理论体系。

4.3.1 单标量损伤模型

单标量损伤模型损伤用一个损伤标量来描述材料的破坏，此时，

Helmholtz自由能势的定义为

ψ = (1 − d)ψ0 (4.79)

其中ψ0是材料的初始Helmholtz自由能势，也就是未损伤材料的弹性应变能。

对于不同类型的损伤模型，其Helmholtz自由能势ψ的求法是一致的，即将

宏观应变ε作用到微裂缝扩展之后的当前细观单元体上，再利用多尺度能量传递

114

任
晓
丹
博
士
学
位
论
文



第 4章 数值多尺度损伤模型

定理计算即可得到；而初始Helmholtz自由能势ψ0的求法则与特定的损伤模型有

关。对于单标量损伤模型是将宏观应变ε作用到微裂缝扩展之前的初始细观单

元体上，再利用多尺度能量传递定理计算即可得到。

基于细观单元体的数值模拟以及多尺度能量传递定理得到 ψ与ψ0之后，即

可简单地解得损伤变量

d = 1 −
ψ

ψ0
(4.80)

4.3.2 双标量损伤模型

前以述及，对于混凝土等脆性材料，其损伤和破坏往往存在两类控制机制，

即受拉破坏和受剪破坏。两类破坏在强度和延性方面存在巨大的差异，所以在

损伤建模中应予以分别考虑。本文采用双标量损伤模型。

常用的双标量损伤模型大多基于下述Helmholtz自由能势分解 [28,30,39,53]

ψ = (1 − d+)ψ+
0 + (1 − d−)ψ−0 (4.81)

其中Helmholtz自由能势ψ的求法与单标量模型一致。

而对于初始Helmholtz自由能势ψ±0，则要将宏观应变ε作用到微裂缝扩展之

前的初始细观单元体上，求得均匀化有效应力 σ。均匀化有效应力的求解过程

中可利用均匀化应力与平均化应力的对等关系（4.61）简化计算。在求得了均

匀化有效应力之后，考虑第二章引入的有效应力特征分解，有

σ = σ+
+ σ− (4.82)

因此初始Helmholtz自由能势可表示为

ψ±0 =
1
2
σ± : ε (4.83)

在得到了ψ与ψ±0的数值结果后，就可以求解损伤变量及其演化。事实上，

对式（4.81）分别对ψ+
0和ψ

−
0求偏导数，可得

d± = 1 −
∂ψ

∂ψ±0
(4.84)
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用差分近似表示上述偏导数，即可得到损伤演化的数值解如下

d± ≈ 1 −
∆ψ

∆ψ±0
(4.85)

原则上讲，上述基于差分求解损伤演化的方法，可以基于一个损伤数值试

验，求得两个损伤变量的演化。但是实际上，受拉和受压损伤所对应的受力状

态有很大的不同，这就可能出现在一个损伤试验中，一个损伤变量的演化很明

显，另外一个很不明显的情况，此时基于上述方法求出的对应不明显演化损伤

变量的损伤演化就会精度较低，不适用于实际结构的模拟。所以本文建议对于

不同的损伤变量的演化，应当构造不同的损伤数值试验对其进行模拟。为了达

到最高的数值求解的精度，可以将一个数值试验中的损伤演化控制为一个，而

冻结其它的损伤演化，此时上述差分表达式还可以进一步简化，对于双标量损

伤模型，可以有如下表达式。

(1) 受受受拉拉拉损损损伤伤伤试试试验验验 σ = σ+

此时受压有效应力σ− = 0，进而有ψ−0 = 0与d− = 0，材料只发生受拉损伤。

由式（4.81）可得

d+ = 1 −
ψ

ψ+
0

(4.86)

在受拉应力状态下σ = σ+，脆性材料发生受拉损伤，产生垂直于最大主拉

应力方向的主裂缝，材料的强度和变形能力均较小。

(2) 受受受压压压损损损伤伤伤试试试验验验 σ = σ−

可知此时受拉有效应力σ+
= 0，进而得到ψ+

0 = 0与d+ = 0。由式（4.81）可

得

d− = 1 −
ψ

ψ−0
(4.87)

在受压应力状态下σ = σ−，材料发生受压损伤，产生与主压应力方向有一

定夹角的斜裂缝，材料的强度和变形能力相对较大。

本文后面的数值计算与讨论均是基于双标量多尺度损伤模型展开的。这里

给出基于双标量多尺度损伤模型进行结构分析和模拟的基本过程：

(1) 建立单元体模型，考虑细观尺度的微裂缝扩展和演化，对其进行数值分析

和模拟。考虑到混凝土在拉、压应力下受力行为的差异，可以建立受拉与

116

任
晓
丹
博
士
学
位
论
文



第 4章 数值多尺度损伤模型

受压两类单元体模型。

(2) 基于单元体数值分析的结果，根据多尺度能量传递定理，积分得到单元体

能量的演化，再分别计算受拉与受压损伤的演化。

(3) 最后利用得到的损伤演化，结合双标量损伤本构关系模型，对宏观结构进

行非线性数值模拟。

可以看出，只需在传统的基于连续损伤理论的结构分析过程之前增加两个

步骤，基于细观结构微裂缝的演化得到宏观损伤演化，就可以基于多尺度损伤

理论进行结构数值模拟，并考虑结构中微裂缝的演化和发展对结构整体非线性

行为的影响。

4.3.3 张量损伤模型

完全张量形式的损伤模型，由于其表达和计算方面的复杂性，目前还很少

直接应用于实际结构。但是这类模型在理论上具有完整性，所以本小节从理论

上探讨基于多尺度能量传递定理建立完全张量形式的损伤演化的过程，其目的

首先是为实际应用提供一种可能的途径，更重要的是为了体现本文方法在理论

上的完备性。

对于张量损伤的能量定义，一般表示为

ψ =
1
2
σ : ε =

1
2

[︀
(I − D) : σ

]︀
: ε =

1
2
ε : (I − D) : σ (4.88)

上式对D求偏导数，同时定义损伤能释放率Y，有

Y = −
∂ψ

∂D
=

1
2
σ ⊗ ε (4.89)

通过观察式（4.88）可知，Helmholtz自由能势ψ是损伤张量D的线性函数，于是

其偏导数存在对偶关系，有

D = I −
∂ψ

∂Y
(4.90)

再考虑有限差分近似，那么损伤演化的数值解为

D ≈ I −
∆ψ

∆Y
(4.91)

根据第二章中的讨论，可以基于有效应力的系列分解，将张量损伤变量简
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化为一系列标量损伤变量。此时基于Helmholtz自由能势的损伤定义为

ψ =

N∑︁
I=1

(1 − dI)ψI
0 (4.92)

其中初始Helmholtz自由能势

ψI
0 =

1
2
σI : ε (4.93)

而有效应力的各个分量满足分解式

σ =

N∑︁
I=1

σI (4.94)

将宏观应变作用于初始未损伤单元体上，利用平均应力求得均匀化应力，可得

到均匀化有效应力σ。有效应力的分解的形式和项数可根据不同的损伤模型以

及结构的性质确定。利用偏导关系，可得各个损伤变量为

dI = 1 −
∂ψ

∂ψI
0

≈ 1 −
∆ψ

∆ψI
0

(4.95)

根据前一小节的讨论，也可以构造对应的损伤试验，一对一的求解损伤变量的

演化，对于第I类损伤试验，有⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
σ = σI

ψJ
0 = 0, dJ = 0, J , I

dI = 1 − ψ
ψ

I

0

(4.96)

至此我们从对细观单元体结构的分析出发，基于多尺度能量传递定理和基

于能量的连续损伤理论体系，建立了从细观结构分析得到宏观损伤演化的能量

方法。由此得到的损伤演化可以直接代入基于能量的连续损伤体系进行宏观结

构的分析，并且从宏观响应和细观裂缝演化两个层面把握结构的性态，为结构

的分析和设计提供了更加精细而实用的途径。

4.4 细观数值方法

前述分析，解决了多尺度损伤本构关系的建立问题。在具体的应用中，还

需要考虑微裂缝动态扩展的模拟。前面的讨论中已经述及，本文试图探讨微裂
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缝扩展与损伤演化之间的关系，那么在细观数值模拟中，就需要采用直接的方

式考虑微裂缝，而不应该再采用损伤变量等间接的方式。从数学的观点看，微

裂缝就是在连续的应力、应变场中引入了不连续面。而目前通用的结构数值方

法，诸如有限单元法和无网格方法等，大都建立在连续介质力学框架内，要求

物理场满足一定的连续性条件。但是实际物理场并不都是连续的，譬如在外力

作用下，脆性固体内部会产生裂缝，而延性固体内部由于材料非线性的影响，

会形成剪切带。对这些不连续性的数值处理，一直是现代数值分析方法发展的

难点和热点。

固体结构分析中常用的不连续数值方法可分为强不连续数值方法和弱不

连续数值方法。强不连续方法可以跟踪固体内部不连续带产生和发展的过程，

具有严格的数学基础，同时精度也比较高。常见的数值方法一般在物理场的

试探解里利用单位分解（partition of unity）条件添加一些不连续的加强函数

（enrichment）作为基函数，与连续基函数一起表示实际物理场，加强函数与有

限单元法的结合就是扩展有限元法（X-FEM）。弱不连续方法的基本思路是，

采用连续函数来逼近不连续区的位移场，同时采用平均应变来逼近不连续区的

应变场。这样处理就避免了不连续区内位移的求导以及应变的积分，大大提高

了不连续区求解的稳定性，同时计算量也有所减少。弱不连续数值方法一般采

用界面单元（interface element）实现。实际应用中，上述两类方法都被广泛地

采用，这里对两类方法进行简要地介绍。

4.4.1 加强函数（enrichment）方法

实际的固体力学分析问题，数学上一般归结为偏微分方程的求解问题。经

过了几十年的发展，对于固体力学分析中常见的偏微分方程，现代计算力学已

经建立起了一套较为完整和固定的体系对其进行数值模拟。其基本的过程主要

包含以下三步：第一是连续场的离散表示，通过插值函数的构造，将连续场表

示为离散节点的数值；第二是代数方程的构造，将离散节点表示的连续场代入

基本方程，经过一定的变换，将微分系统转化为代数系统；第三是代数系统的

求解，求解由微分系统经过插值和变换得到的代数系统。对于后面两步，其过

程和方法相对固定，不同的结构模拟方法的区别主要体现在第一步，即插值函

数的构造。
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对于结构的位移场，一般可以在构造一定的插值函数的基础上，将其统一

表示为如下离散形式

uh(x) =

NP∑︁
I=1

φI(x)dI (4.97)

其中uh(x)为近似位移场，φI(x)为第I个节点插值函数，dI为第I节点位移系数，

NP为节点总数。

对于有限单元法，一般先基于单元定义节点之间的相互关系，再在单元构

造内插值函数。单元之外的节点对于当前插值点没有影响，所以位移场插值式

（4.97）可以采用单元的方式重新组织，转化为

uh(x) =

NEN∑︁
I=1

Ne
I (ξ)uI (4.98)

其中Ne
I (ξ)为插值点所在单元内的第I节点插值函数，ξ为广义坐标。

由于有限元法的插值函数满足克罗内克δ性质，所以节点的位移系数直接

等于节点位移uI，NEN为单元节点数。

当然，也可以不利用网格，而是直接基于节点构造插值函数，由此建立起

来的方法称为无网格方法 [153–156]。这里以再生核粒子方法（Reproducing Kernel

Partial Method） [155,157]为例，简要介绍一下无网格方法中插值函数的构造。首

先引入多维多项式标识如下

α = (α1, α2, . . . , αd) (4.99)

|α| =
∑︀d

i=1 αi (4.100)

xα =
∏︀d

i=1 xαi
i (4.101)

RKPM的插值函数可表示为

φI(x) = ϕa(x − xI)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣∑︁
|α|≤n

(x − xI)αbα(x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (4.102)

式（4.102）中核函数ϕa(·)的覆盖半径（support size）为a， {(x − xI)α}|α|≤n为分项

基函数，而{bα(x)}|α|≤n分项基函数的系数函数，可以由再生条件（reproducing

120

任
晓
丹
博
士
学
位
论
文



第 4章 数值多尺度损伤模型

condition）

NP∑︁
I=1

φI(x)xαI = xα, |α| ≤ n (4.103)

解得，表示为

φI(x) = HT (0)M−1(x)HT (x − xI)ϕa(x − xI) (4.104)

此处H(x) = {xα}|α|≤n为所有的基函数组成的向量；而矩函数矩阵为

M(x) =

NP∑︁
I=1

H(x − xI)HT (x − xI)ϕa(x − xI) (4.105)

至此，可以求出再生核函数集合φI(x)作为微分方程求解的插值函数。另一

方面，由于此时构造的再生核函数不再满足克罗内克δ性质，所以节点的位移系

数并不一定等于节点位移。

虽然不同的方法构造的插值函数有很大的不同，但是各类插值函数却都

满足某些共同的性质。 Babuska [158]经过研究发现，各类方法构造的插值函

数φI(x)往往满足单位分解条件（partition of unity），即

NP∑︁
I=1

φI(x) = 1 (4.106)

上式的物理意义是插值函数能够精确地表示常位移场。

Babuska [158]的研究发现，只需再附加极为宽松的条件，譬如方程的解能

够用插值函数表示，那么上述单位分解条件（4.106）就可以保证结构分析的

收敛。单位分解条件说明了两个方面的问题：其一是可以通过引入某些加强

函数（enrichment）来描述通过常规方法构造的插值函数不能够很好描述的

问题，如裂纹扩展问题；其二是为了保证结构分析的收敛，引入的加强函数

（enrichment）不能破坏原来插值函数的单位分解性质。

对于位移场插值表达式（4.97），在单位分解的基础上引入加强函数gI(x)之

后，可表示为 [159]

uh(x) =

NP∑︁
I=1

φI(x)[aI + dIgI(x)] (4.107)
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对于更加广泛的一类情况，如果引入NER个加强函数，那么位移场插值表达式

为 [159]

uh(x) =

NP∑︁
I=1

φI(x)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣aI +

NER∑︁
J=1

dJ
I gJ

I (x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (4.108)

在有限单元法中采用单位分解方法引入加强函数，来求解某些包含间断

面和奇异点的问题，就得到了扩展有限元法（extended finite element method）
[160–162] 的基本思路。对于裂缝扩展问题，对于求解区域划分有限元网格之后，

其中的单元可以分为三类：第一类单元中不包含任何裂缝，这类单元的位移场

是连续的，其插值函数可以采用有限元插值函数，不需要引入加强函数；第二

类单元被裂缝贯穿，其位移场包含不连续，需要引入常规不连续函数作为加强

函数；第三类单元，裂缝端部刚好进入单元内部，其位移场包含不连续，同时

其应力应变场还包含奇异点，需要引入非连续奇异函数作为加强函数。对于后

两类单元，Moes and Belytschko [162]分别引入不同的加强函数。其中，对裂缝贯

穿的单元，引入第二类Heaviside函数描述其不连续性质，即

H2(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−1 if x > 0

+1 if x < 0
(4.109)

对于第三类单元，即包含裂缝端部场的单元，须同时考虑不连续性和奇异性。

对于线弹性断裂问题，一般采用线弹性断裂力学裂缝端部场的近场解来加强包

含裂缝端部的有限单元的解，考虑裂缝端部近场解所包含的基函数，可采用如

下一组加强函数 [160,161]

[FL(r, θ)] =

[︂√
r sin

(︂
θ

2

)︂
,
√

r cos
(︂
θ

2

)︂
,
√

r sin
(︂
θ

2

)︂
sin θ,

√
r cos

(︂
θ

2

)︂
sin θ

]︂
(4.110)

其中(r, θ)为建立在裂纹端部的局部极坐标系，可以方便的转换到整体坐标

系x中。对于内聚性裂纹问题，裂纹端部场不再奇异，Moes and Belytschko [162]建

议根据内聚性裂纹模型的形式选取如下一种作为裂纹端部单元的加强函数。

[FL(r, θ)] = r sin
(︂
θ

2

)︂
or r

3
2 sin

(︂
θ

2

)︂
or r2 sin

(︂
θ

2

)︂
(4.111)

最终可得裂缝问题的扩展有限元法（X-FEM）的插值表达式为

uh(x) =

NP∑︁
I=1

φI(x)aI +
∑︁

J∈NP2

bJφJH2[ f (x)] +
∑︁

K∈NP3

φK

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣NER∑︁
L=1

cL
KFL(x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (4.112)
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其中NP2与NP3分别为第二类单元和第三类单元所对应的节点集合，而

f (x) = 0 (4.113)

表示裂缝路径。式（4.112）称为X-FEM插值近似。

对于固体力学分析问题，根据略去体力的平衡方程以及边界条件，推导可

得其等价弱形式。即寻找位移场解

{︀
u ∈ 𝒰 : u = u on Γu

}︀
(4.114)

使得泛函 ∫︁
Ω

σ(u) : ε(v)dΩ =

∫︁
Γt

t · vdΓ ∀ v ∈ 𝒰 (4.115)

恒成立。其中𝒰为运动容许位移场，其数学结构与实际位移场的结构有关，若

实际位移场连续，可取连续场，若是及位移场间断或者奇异，容许场也应该随

做相应的改变。考虑小变形应变位移关系与线性应力应变关系，泛函（4.115）

化为 ∫︁
Ω

∇s(u) : C : ∇s(v)dΩ =

∫︁
Γt

t · vdΓ ∀ v ∈ 𝒰 (4.116)

考虑到X-FEM插值表达式（4.112）之后，上式化为∫︁
Ω

∇s(uh) : C : ∇s(v)dΩ =

∫︁
Γt

t · vdΓ ∀ v ∈ 𝒰h (4.117)

其中近似解空间𝒰h不但包含各个节点常规位移自由度{aI}，还包含加强函数所

引入的广义自由度 {bJ, cL
K}。后续的刚度矩阵组合求解等过程与常规有限元方法

类似，只需注意加强函数引入的广义自由度即可。

上述加强函数方法的思路和过程不仅适用于对有限单元进行扩展，也可以

直接应用于无网格方法等其他计算方法的拓展。

加强函数方法具有严格的数学基础（即单位分解条件），同时与有限元法

以及无网格方法等通用数值方法能够很好地接合，所以一经提出就为多数研究

者所接受，广泛应用于实际结构的分析中。另一方面，加强函数方法也存在一

些应用层面的问题，譬如在引入了不连续加强函数后，整个系统的数值积分精

度迅速降低，要想得到准确的结果，需要在加强函数附近引入特殊的积分项策
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略，这不仅会影响数值分析的效率，同时也会影响数值系统的收敛性和稳定

性。

4.4.2 界面单元方法

 





S









S 

S 

T 

T 

 
图 4.3 包含界面的固体

考虑包含界面的固体Ω（图 4.3），界面S代表位移场的不连续面，物理上

可以是裂缝或者剪切带等厚度可以忽略的强非线性区。可采用界面S将整体区

域Ω隔离成两部分，即Ω+和Ω−，分别建立固体问题的泛函，有∫︁
Ω+

σ(u) : ε(v)dΩ =

∫︁
∂Ω+

t · vdΓ +

∫︁
S +

T+ · v+dΓ (4.118)∫︁
Ω−
σ(u) : ε(v)dΩ =

∫︁
∂Ω−

t · vdΓ +

∫︁
S −

T− · v−dΓ (4.119)

上面两式相加，有∫︁
Ω

σ(u) : ε(v)dΩ =

∫︁
∂Ω

t · vdΓ +

∫︁
S +

T+ · v+dΓ +

∫︁
S −

T− · v−dΓ (4.120)

考虑到界面层的平衡条件，有T = T+ = −T−，那么上式化为∫︁
Ω

σ(u) : ε(v)dΩ +

∫︁
S

T · w(v)dΓ =

∫︁
∂Ω

t · vdΓ (4.121)

其中w(v) = v− − v+。

在能够求解上述系统之前，需要先确定界面层应力T的表达式。如果将

界面层看作固体内部的裂缝，那么上述界面层的内应力可以由内聚裂缝模型

（cohesive crack model）确定。
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内聚裂缝模型的基本思路如图4.4所示，根据弹性断裂力学的解，其裂纹端

部的应力趋于无穷，这在物理上是不可能的，所以裂缝的端部介于裂纹张开区

域和线弹性固体区域之间，必然存在一个非线性区段，区段内的材料因为局部

的损伤和断裂进入非线性（图4.4a），进而使得应力降低到物理上的合理数值。

为了简化，分析中将物理裂纹延伸到弹性区域边缘，称为数学裂纹（图4.4b），

然后将非线性区域内材料的内聚应力（cohesive stress）以外力的形式作用到裂

缝端部区，就得到了内聚裂缝模型（cohesive crack model）。

内聚裂缝模型中，内聚应力一般考虑为裂缝张开位移的函数

T = T[w(u)] (4.122)

其中裂缝张开位移w(u) = u− − u+。 

Penetrated domain 

Physical crack 

Nonlinear 
domain 

Fracture  
process zone

Linear domain 

Uncracked zone 

Quasi-brittle solid Quasi-brittle solid 

Cohesive crack model 

( )T w

Mathematical crack 

 

(a) 

(b) 

图 4.4 内聚裂缝模型

（a）脆性固体的裂缝尖端；（b）内聚裂缝模型

最早研究内聚裂缝模型是Dugdale [163]。在最初的工作中，Dugdale试图利用
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材料的非线性本构关系确定内聚应力的分布形式。对于金属材料，满足理想弹

塑性假定，那么内聚应力沿着断裂作用区（fracture process zone）的分布形式为

常数。 Dugdale据此解出了等效裂纹长度与等效应力强度因子的表达式，此工

作在以后的几十年间被广泛地引用。之后，Barenblatt [164]从数学角度系统阐述

了内聚裂缝模型的理论和应用，并把内聚应力沿着断裂作用区的分布形式当作

内禀的材料性质以唯象的形式加以考虑。后来，Hillerborg [165]将断裂能的概念

引入到内聚裂缝模型中，并针对混凝土等脆性材料提出了几类有用的内聚应力

的分布函数。对于混凝土等材料，其内聚应力的分布一般取线性分布形式，有

f = fu − kw (4.123)

此处 f = T · n和w = w · n分别为法向内聚应力和裂缝张开位移； fu为材料的抗拉

强度。

材料的内聚性断裂能定义为 f − w曲线下面包围的面积，对于线性模型，有

Gc =
f 2
u

2k。

在式（4.121）中考虑内聚裂缝模型，有∫︁
Ω

σ(u) : ε(v)dΩ +

∫︁
S

T[w(u)] · w(v)dΓ =

∫︁
∂Ω

t · vdΓ (4.124)

上式左边两项具有类似的能量对偶形式，并具有统一的位移场u和试函数场v，

同时其积分区域可以划分到不重合的几个部分，那么可以考虑统一划分网格计

算，对于固体部分的网格，采用第一项积分计算，对于界面部分的网格，采用

第二项积分计算，两类网格可以直接组装到一起构成整体刚度矩阵，这就得到

了内聚单元方法（cohesive element method），如图4.5所示。基于内聚单元方法，

Xu and Needleman [166]对固体中裂纹的快速动态扩展进行了数值模拟，为了考虑

任意方向的裂缝扩展和分叉，Xu and Needleman在有限元网格之中所有相邻的

有限元之间均设置了内聚单元。后来，Camacho and Ortiz [167]用类似的方法模拟

了固体在冲击作用下的裂缝开展和破碎。上面两个工作使得人们意识到内聚单

元的实用价值。由于内聚单元直接基于位移构造，所以单元计算中不需要利用

位移场的梯度求解应变，这就大大提高了数值模拟的稳定性，更使得这类方法

适用于多裂缝、裂纹分叉、固体破碎等强非线性问题，同时这类方法能够与传

统的有限元方法很好的结合，其效率也非常高。当然，在使用内聚单元求解裂

缝扩展问题的过程中，需要格外注意某些相关的稳定性问题 [168]。
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Finite elements 

Cohesive elements 

Mode I 

Mode II 

 图 4.5 内聚单元方法

4.5 基于多尺度损伤模型的数值结果与尺寸效应

基于本章前面几节的的讨论，我们就可以基于多尺度的视角，对结构进行

多尺度损伤破坏的分析。本节希望借助一个数值分析算例来实现基于多尺度损

伤模型的结构分析过程，验证本文模型的正确性和有效性，同时还将讨论数值

尺寸效应的成因和影响。

P
5

20

10

4

200

 图 4.6 素混凝土开口梁试验（单位：厘米）

考虑如图4.6所示素混凝土简支缺口梁试件，中部作用集中荷载。加载之

后，开口角部先产生受拉裂缝并逐渐向梁顶部扩展，最后的梁截面整体断裂而

破坏。整个受力过程由受拉断裂和破坏控制。该问题常用作混凝土损伤和破坏

分析的基准问题（benchmark problem），在试验方面 [169]和数值分析方面 [170] 都
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有经典的研究结果供参照，所以本文以此模型作为数值算例。根据试验结果，

本文计算中，混凝土弹性模量为取E0 = 30GPa和泊松比取ν0 = 0.2；单轴抗拉强

度取 ft = 3.33MPa，张开型断裂的断裂能Gc = 124N/M。

4.5.1 单元分析与尺寸效应

考虑如图4.7所示细观单元分析模型。固体处于二维受力状态，其中包含一

条裂缝自中心开始扩展。数值模拟中采用内聚裂纹模型模拟裂纹的扩展，并且

取线性分布内聚应力分布模型（4.123），同时不考虑裂纹以外固体的非线性。
 

1y
2y

yΩ

Physical crack-tip 

Mathematical crack-tip 

Cohesive stress 

l

l

 

图 4.7 单元体分析模型

基于前面章节讨论的细观数值算法，首先模拟单元行为，可得不同加载阶

段的应力应变场。图4.8给出了不同阶段的竖向应力场的分布。从中可以明显地

看出微裂缝的产生和扩展及其对固体内应力场的影响。基于计算得到的不同阶

段的应力应变场，利用多尺度能量传递定理，可以得到Helmholtz自由能势的演

化，进而利用多尺度损伤表示理论得到损伤的演化，计算所得均匀化状态量的

演化结果如图4.9。

上述计算过程中，也可以灵活地考虑某些技巧。如果细观数值分析是基于

加强函数方法进行的，那么能量积分表达式需要基于式（4.68），分别考虑弹性

基体内的体积分和沿着裂缝表面的面积分。如果细观数值分析采用界面单元方

法，此时裂纹已经“弱化”到界面单元内，那么既可以根据式（4.68）分别计
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(a)                      (b)                       (c)                         (d)                       (e) 

图 4.8 单元体不同加载阶段竖向应力云图

 

 

0.0000 0.0001 0.0002 0.0003
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

e

d

c

b

H
om

og
en

iz
ed

 s
tr

es
s 

(M
Pa

)

Homogenized strain

a

 

0.0000 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0 e
 

d

b ca

D
am

ag
e 

va
ria

bl
e

Homogenized strain

(a)均匀化应力应变 (b)均匀化损伤演化

图 4.9 均匀化状态量。图中a，b，c，d和e点与图4.8中5个应力状态一一对应
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算体积分和面积分，也可以直接将界面单元内的积分直接考虑为体积分，同基

体的体积分一同进行，此时需要借助非线性材料的多尺度能量传递公式（4.78）

计算自由能的演化，同时不必单独考虑验着裂纹面的面积分项。作者尝试了不

同的方法，发现上述方法得到的能量及损伤演化都非常接近，但是直接利用非

线性积分公式能够减少能量积分的计算量。

下面研究多尺度损伤演化的尺寸效应（size effect）。首先引入无量纲尺度

参数λ，定义为细观特征尺度lmic与宏观特征尺度lmac的之比，有

λ =
lmic

lmac
(4.125)

本文中细观特征尺度取单元的长度l，宏观特征尺度取梁的截面高度h，于是无

量纲参数的表达式化为

λ =
l
h

(4.126)

变化单元的尺寸，进行多组数值试验，得到的均匀化状态量的演化曲线如

图 4.10所示。 由图中结果可以看出，单元体的尺度对于均匀化状态量的演化
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图 4.10 均匀化状态量

有着很大的影响。这类尺寸效应产生的实质原因在于其中微裂缝所引入的内在

材料尺度。实际上，对于不同尺度的单元体，其裂缝的性质是一致的，描述内

聚裂缝的参数 ft和Gc并不会随着单元体尺度的变化而变化。然而，由于单元体

所储存的应变能随着尺度的平方增长，但是其中裂缝扩展所耗散的能量却随着

单元体的尺度线性增长，因此，随着单元体的增大，裂纹扩展耗散的能量中单
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元体内部应变能释放所占据的比例越来越大，而外力做功则越来越小。前面我

们已经述及，材料的均匀化性能是其外部表现，与外力做功直接相关。于是随

着单元体的增大，均匀化应力应变曲线逐渐缩小，最后甚至出现了反向跳回

（snap-back），即弹性能释放率高于裂缝开展的能量耗散率，外力必须做负功才

能使整个系统能量平衡。图4.10a中就很好地体现了这种趋势。同时图4.10b中损

伤演化也表现出了强烈的尺寸效应，随着单元体尺寸的增加，损伤演化趋前并

且趋快。

均匀化状态量的尺度依赖性具有很强的规律性，如图4.11所示。对于峰值

强度的的尺度效应，可以用经典的尺寸效应公式加以考虑。Bazant [91] 引入了如

下半经验公式考虑峰值强度与试件尺寸之间的依赖性，有

σN =
B ft√︀
1 + β

, β =
l
l0

(4.127)

其中σN为名义强度，与具有尺度相关性，l为试件的尺寸；B与l0为与尺度效应

有关的材料参数。由尺度效应的公式（4.127）可以看出，当试件的尺度l →

0时，名义强度趋近于实际强度，试件趋于强度破坏；当试件尺度l → ∞时，名

义强度与l−
1
2成正比，这与线弹性断裂力学的结论一致。强度破坏与线弹性断裂

破坏的过度部分，是非线性断裂力学的控制区域，使得不同的破坏模式之间实

现了平滑的过渡。图4.11a中本文数值结果的尺度依赖性与Bazant经典尺寸效应
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图 4.11 网格依赖性

的结果非常吻合。将试件均匀化应力峰值所对应的均匀化应变定义为均匀化峰

值应变εt，将试件均匀化应力降为0时所对应的均匀化应变定义为均匀化断裂应

变εu。将二者之差εu − εt作为应变指标考察均匀化应变的尺度依赖性，结果如
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图4.11b所示。由于目前还没有成熟的描述应变尺度效应的公式，所以本文只简

单地取对数坐标系的中线性拟合公式描述应变的尺度依赖性。

4.5.2 结构分析与网格敏感性

由细观分析结果得到了损伤演化曲线之后，就可以代入连续损伤理论，进

行结构层面的非线性分析。但是由于尺寸效应的影响，我们得到了一簇与单元

体尺寸相关的损伤演化曲线（4.11b）。在进行结构模拟之前，我们需要先寻求

尺度相关的损伤演化与结构非线性数值模拟的对应关系。另一方面，对于某些

材料组成的结构，其数值分析带有明显的网格依赖性，即不同的有限元网格得

到的数值模拟结果有着很大的区别，同时随着结构有限元网格的细化，结构分

析的结果并不会趋于收敛。传统观点认为，造成这种网格敏感性的原因是宏观

数值模拟的过程中忽略了材料特征尺度的影响。为了考虑特征尺度的影响，研

究者提出了梯度相关理论与非局部化理论。这部分内容在第一章中我们已经做

了简要的回顾。本章提出的多尺度损伤理论为网格敏感性问题的解决提供了另

外的思路。前面的讨论中已经指出，均匀化状态量的行为依赖于单元体的几何

尺度，而结构分析的的结果依赖于有限元网格的尺度。此时如果在细观单元体

的尺度与结构分析网格的尺度之间建立对应关系，那么就可以将细观分析中考

虑的裂缝扩展的尺度不变性直接传递到宏观结构分析中，从而消除宏观结构分

析的网格敏感性。

•

•
•

•

•••

•

•

Integration point 
IΩ

I
Representative 

 Cell Volume (V) 

d

Unit cell 

 
图 4.12 结构分析网格与单元体

考虑图4.12中的结构分析网格与单元体。结构分析中，我们在积分点处
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考虑材料的本构关系，那么积分点实际上代表了积分点周围的一个代表性体

积ΩI内材料的整体行为。根据本文建立的多尺度损伤模型，结构分析中要在积

分点处代入由细观分析得到的宏观损伤演化，那么这里的损伤演化所代表的并

不是积分点处一点的材料行为，而是积分点所对应的材料单元体的整体行为。

此时由于材料的均匀化行为是具有尺度依赖性的，即不同的体积的材料的整体

行为是不一样的。为了保持细观分析与宏观分析结果的一致性，需规定积分点

所对应的宏观材料体积与细观单元体在几何尺度上具有对应关系，即d ≈ V
1
3，

此时就能够避免宏观结构分析的网格依赖性。

上述宏观网格与细观单元体的对应关系也会带来一些应用层面上的问题。

在结构分析中，我们通常对结构划分非均匀网格，特别是几何形态比较复杂的

结构，其网格的密度可能差别很大，如果直接引入宏观网格与细观单元体的一

致性，那么就需要针对不同几何尺寸的单元体做大量的细观数值模拟，这无疑

增加了分析的计算量。另一方面，前面的讨论中已经述及，单元体虽然具有网

格依赖性，但是这种依赖性具有极强的规律性。因此，我们可以通过数值试验

拟合出表征损伤演化的尺度依赖性的尺度变换关系，然后用拟合得到的解析公

式换算不同尺度的网格所对应的损伤演化。对于这里的数值分析问题，可以看

出，在大部分尺度范围内，损伤演化可以由三段式函数表示，有

d(ε) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0 ε ≤ εt

1 − σN
E0ε

[︁
1 − E0ε−σN

E0(εu−εt)

]︁
εt < ε ≤ εu

1 ε > εu

(4.128)

其中名义强度σN的尺度相关性可由式（4.127）得出，而应变参数 εu − εt尺度相

关性可以采用图4.11b中结果在对数坐标下的线性拟合表示。式（4.128）给出了

尺度相关的多尺度损伤演化表达式。

根据上面思路，采用尺度相关损伤演化进行结构模拟。有限元网格如

图4.13，采用稀疏、中等和细密三组网格进行结构模拟。采用前述双标量损伤

本构关系模型，由于本例子中结构并没有发生受压破坏，所以计算中冻结受

压损伤演化。由于整体结构的行为存在明显的软化，所以结构层面采用弧长

（arch-length）法进行求解。如果未考虑尺度相关损伤演化，即对于不同的有限

元网格采用相同的损伤演化曲线，得到的结构模拟结果如图4.14a所示，随着有

限元网格的细分，模拟结果呈现出很大的变化，并且不会趋于收敛，这是典型

133

任
晓
丹
博
士
学
位
论
文



同济大学 博士学位论文 基于多尺度分析的混凝土随机损伤本构理论研究

 

 

 
图 4.13 半结构有限元网格：稀疏、中等与细密网格
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(a)未考虑尺度相关损伤演化 (b)考虑尺度相关损伤演化

图 4.14 荷载位移曲线
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的网格不稳定相关结果。如果考虑尺度相关损伤演化，对于不同的网格细分，

取与网格尺度相搭配的损伤演化结果，所得结果如图4.14b，网格相关性基本去

除，同时趋于渐近收敛。结构的轴向应力与轴向应变云图如图4.15所示，从云

图中可以看出，虽然我们在宏观结构分析中并没有直接考虑裂缝的产生和发展，

但是由于我们采用了基于细观微裂缝扩展得到的宏观损伤演化，所以宏观结构

的结果还是能明显地看到裂缝端部应力集中和裂缝扩展所引起的变形集中。

 
(a)轴向应力

 
(b)轴向应变

图 4.15 应力应变云图

4.6 多尺度随机损伤演化

前已述及，混凝土由于其复杂的细观结构，以及在成型过程中所经历的复

杂的物理化学变化，其力学行为存在着典型的随机性质。这种随机性在不同的

尺度也有着不同的表现：在细观尺度，混凝土的随机性主要表现为材料缺陷与

材料强度分布的随机性；而在宏观尺度，则表现为损伤的随机性演化。本节基

于前面章节提出的基于能量的多尺度损伤表示理论，研究混凝土的随机性在不

同尺度之间的非线性传递规律。

4.6.1 细观随机性的表示

4.6.1.1 随机向量

Nr维随机向量由Nr个随机变量组成，有

Θ =
(︀
Θ1,Θ2, . . . ,ΘNr

)︀
(4.129)
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随机向量的一维密度函数 fr和分布函数Fr的关系为

Fr(θ) = P (Θr < θ) =

∫︁ θ

−∞

fr(x)dx (4.130)

随机向量的二维密度函数 frs和分布函数Frs的关系为

Frs(θ1, θ2) = P (Θr < θ1 ∩ Θs < θ2) =

∫︁ θ1

−∞

∫︁ θ2

−∞

frs(x1, x2)dx2dx1 (4.131)

随机向量的Nr维完全密度函数 fΘ与完全分布函数FΘ为

FΘ(θ) = FΘ(θ1, θ2, . . . , θNr ) = P
(︀
Θ1 < θ1,Θ1 < θ2, . . . ,ΘNr < θNr

)︀
=

∫︁ θ1

−∞

∫︁ θ2

−∞

· · ·

∫︁ θNr

−∞

fΘ(x1, x2, . . . , xNr )dx1dx2 . . . dxNr =

∫︁
ΩΘ

fΘ(x)dx
(4.132)

上述低维密度函数和分布函数都可以由高维函数通过边缘分布积分得到。

同时，除了一维函数所表征的随机变量各自的性质之外，高维分布所表征的随

机变量的相关特征是随机向量中最重要的部分。

在实际应用中，还引入期望函数和协方差函数来表征随机向量的特征，分

别定义为

E [Θr] =

∫︁ +∞

−∞

x fr(x)dx (4.133)

cov (Θr,Θs) =

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞

{x1 − E [Θr]}{x2 − E [Θs]} frs(x1, x2)dx1dx2(4.134)

4.6.1.2 随机场

若随机变量直接与连续的空间或时间坐标相联系，所构成的随机变量集合

一般定义为随机场，表示为

Θ = Θ(x) (4.135)

随机场的一维密度函数和分布函数为

F(θ ; x) = P [Θ(x) < θ] =

∫︁ θ

−∞

f (t ; x)dt (4.136)
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二维分布函数和密度函数为

F(θ1, θ2 ; x1, x2) = P [Θ(x1) < θ1 ∩ Θ(x2) < θ2]

=

∫︁ θ1

−∞

∫︁ θ2

−∞

f (t1, t2 ; x1, x2)dt2dt1
(4.137)

根据随机场的一维和二维密度函数，可以定义均值函数与自协方差函数为

µ (x) = E [Θ(x)] =

∫︁ +∞

−∞

t f (t ; x)dt (4.138)

C(x1, x2) = cov [Θ(x1),Θ(x2)]

=

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞

[t1 − µ (x1)][t2 − µ (x2)] f (t1, t2 ; x1, x2)dt1dt2
(4.139)

显然，随机场包含无穷不可数个随机变量，直接针对随机场进行建模和分

析是很困难的。另一方面，根据泛函分析中对于希尔伯特空间结构的讨论 [171]，

希尔伯特空间具有特征函数结构，即可以利用希尔伯特空间的特征函数来对其

中随机函数进行表征，这种表征具有很好逼近性，同时其系数特征函数的系数

向量构成欧几里德空间。对于上述随机场空间和随机向量空间，同样可以基于

泛函空间的性质建立二者的关系，由此得到的随机场表示称为Karhunen-Loeve

（K-L）分解 [172]。根据K-L分解，随机场可以表示为如下展开形式

Θ(x) = µ (x) +

∞∑︁
n=1

√︀
λnζnφn(x) (4.140)

其中ζn是一系列相互独立的随机变量。特征值λn和特征函数φn(x)为下述第二

类Fredholm积分方程的解，有∫︁ +∞

−∞

C(x1, x2)φn(x1)dx1 = λnφn(x2) (4.141)

在某些特定的条件下，上述积分方程有解析解，这里讨论实际中经常采用的一

类解。对于一维平稳随机场，其一维和二维密度函数可表示为⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
f (θ ; x) = f (θ)

f (θ1, θ2; x1, x2) = f (θ1, θ2; |x2 − x1|)
(4.142)
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此时随机场的均值函数与坐标无关，而自协方差函数只与相对坐标有关，有⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
µ(x) = µ

C(x1, x2) = C(|x2 − x1|)
(4.143)

对于指数型自谐方差函数C(τ) = ecτ，积分方程（4.141）存在如下解析解 [173]

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
λn = 2c

ω2
n+c2

λ*n = 2c
ω*2n +c2

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
φn(x) =

cos(ωn x)√︁
a+

sin(2ωna)
2ωn

φ*n(x) =
cos(ω*n x)√︂
a− sin(2ω*na)

2ω*n

(4.144)

其中ωn和ω
*
n是下述方程组的第n对解⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

c − ω tan(ωa) = 0

ω* + c tan(ω*a) = 0
(4.145)

其中a是随机场长度的一半，而c表示随机场的相关长度。此时，随机场可以采

用其特征值和特征向量展开为如下形式

Θ(x) = µ +

∞∑︁
n=1

[︁ √︀
λnζnφn(x) +

√︀
λ*nζ

*
nφ
*
n(x)

]︁
≈ µ +

N∑︁
n=1

[︁ √︀
λnζnφn(x) +

√︀
λ*nζ

*
nφ
*
n(x)

]︁ (4.146)

此时包含无穷多个随机变量的随机场Θ(x)可以由独立随机向量 θ =(︁
ζ1, ζ2, . . . , ζN , ζ

*
1 , ζ
*
2 , . . . , ζ

*
N

)︁
表示。

4.6.2 非线性随机系统的求解

随机分析的主体内容是随机系统的求解，即在已知随机输入和随机系统参

数的情况下，求解系统随机的输出。多尺度随机损伤演化问题是一个典型非

线性随机系统求解的问题，即在已知随机的材料细观性能的情况下，求解随

机的宏观损伤演化。这里拟采用李杰、陈建兵近年来发展的概率密度演化方

法 [174–176]求解多尺度随机损伤演化。概率密度演化方法的核心在于对概率守恒

的认识 [177]，而概率守恒的概念奠定了采用概率密度描述求解非线性系统的理

论基础。
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由概率守恒的随机事件描述可导出广义密度演化方程。不失一般性，考虑

下面随机系统

Ẋ = A (X,Θ ; t) X(t0) = X0 (4.147)

其中A(·)是确定性算子，可以是线性算子或非线性算子；X = (X1, X2, . . . , Xn)是

描述随机系统状态的向量；而Nr维随机向量Θ =
(︀
Θ1,Θ2, . . . ,ΘNr

)︀
描述了系统的

随机性，可以是随机激励，也可以是随机参励。此处我们采用随机向量来描

述系统的随机性，对于随机场则可以采用K-L分解表示为随机向量。随机系统

（4.147）的形式解可以表示为

X = H (Θ ; t) (4.148)

同样的，系统的状态变量变化率的形式解为

Ẋ = Ḣ (Θ ; t) = h (Θ ; t) (4.149)

此时可知由于随机向量Θ =
(︀
Θ1,Θ2, . . . ,ΘNr

)︀
的作用，状态向量X =

(X1, X2, . . . , Xn)也是一个随机向量。

业已证明，向量 (X,Θ)的联合概率密度函数 fXΘ(x, θ ; t)满足方程 [178]

∂ fXΘ(x, θ ; t)
∂t

+ h (θ ; t) ·
∂ fXΘ(x, θ ; t)

∂x
= 0 (4.150)

对应的初始条件

fXΘ(x, θ ; t0) = δ[x − H(θ ; t0)] fΘ(θ) (4.151)

如果每次只考虑一个状态变量的概率密度分布，那么式（4.150）降为一维偏微

分方程，有

∂ fXlΘ(xl, θ ; t)
∂t

+ hl (θ ; t)
∂ fXlΘ(xl, θ ; t)

∂xl
= 0 l = 1, 2, . . . , n (4.152)

在给定初始条件下，求解上述方程并引入全概率积分公式，就可以求出所

关心的状态变量的概率密度分布，有

fX(x ; t) =

∫︁
ΩΘ

fXΘ(x, θ ; t)dθ (4.153)
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式（4.150）与（4.152）称为广义密度演化方程（GDEE），它从概率密度演化

的角度给出了随机系统统一的描述。只要求解得到系统状态变量的速度演化

h (θ ; t)，就可以根据广义密度演化方程求解系统的随机响应。

4.6.3 数值分析模型及结果

 20

 

1y

2y
y

1 1

2

2

crack path 

 

Fig. 2 Unit cell model  

Based on these assumptions, further conclusions could be achieved. The crack 

resistance ( )cG y , which is the threshold of the crack propagation, is actually a two 

dimensional random field. And the randomness of the unit cell model just relies on this 

random field. As we adopt the deterministic uniform distributed elastic properties in the 

unit cell model, the crack resistance parameter just control the propagation of the crack-

tip rather than the stress distribution. Hence it is indicated that only the crack resistance 

along the crack path affects the analytical results of the unit cell problem. On the other 

side, we assume that the crack path is just along the initial crack direction. Thus it is 

concluded that only the crack resistance along the line segment of crack propagation is 

required to be considered in the unit cell analysis. Then the one dimensional stationary 

random field description is adopted in this work to represent the crack resistance random 

field. Define the coordinate system y  along the crack path, we have 

 ( )c cG G y  (66) 

Due to the stationary assumption, the probability density function could be expressed as 

图 4.16 随机细观单元体

考虑随机细观单元模型如图4.16所示，为了简化分析和计算，对单元作出

如下几条假定：

(1) 单元基体为各向同性弹性材料，其弹性模量E0和泊松比ν0为确定性变量；

(2) 单元中裂缝采用内聚裂缝模型描述，内聚裂缝的断裂能Gc(y)在单元所在

空间内构成平稳随机场；

(3) 单元体内最多包含一条裂缝，裂缝从单元体中心开始产生，并且沿着直线

扩展；

由上面假定可以看出，单元的随机性是由其断裂能Gc(y)所引入的，对于二维分

析问题，其断裂能本质上是一个二维随机场。另一方面，我们又假定了裂缝沿

着直线扩展，实际上只有裂缝所在直线上的断裂能影响单元体模拟的结果，所

以断裂能随机场可以简化为一维随机场Gc(y)。再假定其具有指数型相关结构，

就可以利用前面得到随机场展开解析表达式获得随机场的表示。
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至此我们具备了进行多尺度随机损伤演化分析的所有工具，分析的基本步

骤如下：

(1) 在随机向量Θ的分布空间中选取代表点ΩΘ，并计算代表点所对应的赋得

概率。分布空间的代表点表示为 θI =
(︀
θI1, θI2, . . . , θINr

)︀
I = 1, 2, . . . ,Nsel，

其中Nsel代表点的总数。代表点所对应的赋得概率为 pI =
∫︀

VI
pΘ(θ)dθ ,

I = 1, 2, . . . ,Nsel，其中VI是代表点θI的代表体积。陈建兵和李杰
[179] 详细

讨论了代表点集的性质和选取方法。

(2) 对于每个代表点θI =
(︀
θI1, θI2, . . . , θINr

)︀
I = 1, 2, . . . ,Nsel，生成对应的单元。

每个单元都具有相同的尺寸和弹性材料性质，只有断裂能随机场由不同的

代表点θI表示。

(3) 基于适当的数值方法，对单元体问题进行数值模拟，得到加载全过程的应

力应变场和微裂缝演化。然后根据多尺度能量传递定理计算Helmholtz自

由能势的演化，进而根据多尺度损伤表示计算损伤的演化，最后根据损伤

的演化计算损伤的发展速率。同时也可以根据均匀化应力应变的公式计算

均匀化应力应变的演化以及对应的速率演化。

(4) 根据广义密度演化方程和全概率积分，计算损伤、应力和应变等状态量的

概率密度演化。

在本文中，所取算例的细观单元体模型参数如下：弹性模量E0 = 30GPa，

泊松比ν0 = 0.2，断裂能均值µ(Gc) = 124N/m，断裂能方差STD(Gc) = 0.1µ(Gc)，

断裂能一维分布取为对数正态分布，随机场相关长度c = 0.1。

根据数值分析结果，可考察单元内部应力场的变化。如图4.17为一个单元

样本的竖向应力云图。从图中可以看出，由于断裂能随机场的引入，应力随空

间坐标的变化不再平滑，而是具有了某些振荡。 图4.18与图4.19分别给出了均

匀化应力随机演化与损伤随机演化的数值结果。这些结果清晰的表现了细观尺

度随机性对宏观尺度行为的影响。细观上均匀的随机性，由于非线性系统的传

递，宏观上表现出了很强的非均匀性，宏观状态量的随机演化常常体现出集中、

扩展又集中的趋势。
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(a) ε = 10 × 10−6 (b) ε = 30 × 10−6

 

(c) ε = 90 × 10−6 (d) ε = 150 × 10−6

图 4.17 不同加载阶段随机细观单元体样本竖向应力云图
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图 4.18 均匀化应力随机演化
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图 4.19 损伤随机演化

4.7 本章小结

本章从经典均匀化理论出发，基于不可逆热力学理论，建立了联系细观尺

度与宏观尺度的多尺度能量积分，再结合经典连续损伤理论，初步建立了基于

细观微结构计算宏观连续损伤变量的一般方法体系，即多尺度损伤表示理论。

该理论将多尺度分析方法与传统连续损伤力学紧密结合在一起，在此基础上建

立的数值算法既能够从细观和宏观两个尺度上反映整体结构的损伤和破坏过程，

同时数值模拟的计算量也能够控制在合理的范围内。本章的创新主要体现在三

个方面：首先，从摄动均匀化理论与散度定理两个方面推导了多尺度能量积分

的表达式，并引入大变形条件下的应力应变表达式对其适用范围进行了推广；

其次，结合多尺度能量积分和经典连续介质损伤理论，初步建立了多尺度损伤

表示理论；第三，将多尺度损伤理论应用于实际结构的分析，从细观和宏观两

个尺度考察结构的性能，同时基于数值分析结果讨论了尺寸效应及其对数值分

析结果的影响
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第第第 5章章章 动动动力力力多多多尺尺尺度度度损损损伤伤伤的的的初初初步步步研研研究究究

通过前面的研究，我们初步建立起了静力多尺度损伤的基本体系，从微观

裂缝出发，得到宏观损伤的演化并进行宏观结构的分析与模拟，并且在原则上

也能够以第二章所述的动力拓展方式处理动力损伤的问题。但是，由静力损伤

到动力损伤的拓展，目前还是基于唯象方法，以类似于Perzyna粘塑性模型的方

式完成的，而要实现完全的动力多尺度损伤的建模和分析，就需要考察细观的

动态断裂系统。当然，动力断裂系统的行为异常复杂，现有的研究才刚刚起步，

鲜有获得广泛承认的定量结果。所以本章在梳理前人研究的基础上，对动力断

裂系统进行了初步的研究和探索，得到了一些初步的结果，试图从细观的角度

探索应变率效应形成的物理机理。

5.1 断裂动力学

基于与静力断裂系统类似的方式，断裂动力学将动力断裂问题仍旧考虑为

连续体内部包含平滑裂缝的模式，同时引入惯性项考虑动力效应。在固体的惯

性的作用下，外力作用传递到裂缝端部需要一个波动传播的过程，即便在固体

边界处施加最理想的Heaviside函数形式的荷载，其经过传播以后作用到裂纹的

端部，也会导致裂缝端部的应力强度因子随着时间不断变化，不再是常数。另

一方面，固体中裂纹开始扩展以后，不可避免地会扰动周围的固体产生应力波，

此时的应力波动反过来又会对裂纹的扩展产生影响。如何在连续介质力学的框

架内考虑上面两个方面的影响，是断裂动力学研究的主体内容，经过几十年的

研究，已经形成了较为系统的理论 [180,181]。

5.1.1 静态裂纹问题

首先考虑最简单的情形，即弹性固体中包含静态的裂缝，但是承受动力荷

载的情形。显然这类问题可以用弹性波动方程描述 [182]。这里考虑平面波动方
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程，引入Lame势函数ϕ(x, y, t)与φ(x, y, t)，有⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ux(x, y, t) =

∂ϕ
∂x +

∂φ
∂y

uy(x, y, t) =
∂ϕ
∂y −

∂φ
∂x

(5.1)

由应变位移关系与胡克定律，可以求得应力的表达式⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
σxx = λ∇2ϕ + 2µ

(︂
∂2ϕ
∂x2 +

∂2φ
∂x∂y

)︂
σyy = λ∇2ϕ + 2µ

(︂
∂2ϕ
∂y2 −

∂2φ
∂x∂y

)︂
σxy = µ

(︂
2 ∂2ϕ
∂x∂y −

∂2φ
∂x2 −

∂2φ
∂y2

)︂ (5.2)

Lame势函数满足波动方程 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∇2ϕ = 1

c2
1

∂2ϕ
∂t2

∇2φ = 1
c2

2

∂2φ
∂t2

(5.3)

其中 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
c1 =

√︁
λ+2µ
ρ

c2 =
√︁

µ
ρ

(5.4)

分别为固体的压缩波速和剪切波速。而λ与µ为Lame常数，ρ为固体密度。对于

反平面问题，以位移uz作为基本未知量，应力分量为⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
σxz = µuz

x

σyz = µuz
y

(5.5)

uz满足波动方程

∇2uz =
1
c2

2

∂2uz

∂t2 (5.6)

Sih等人 [183]得到了平面I，II，III型裂缝在无穷远处承受冲击响应的解析解。

范天佑 [181]将其求解的基本过程归结为，首先用拉普拉斯变换消去时间变量，

继而用傅立叶变换消去一个空间变量，使得偏微分方程转化为常微分方程，求

解常微分方程并用边界条件确定未知函数，就得到最终的解。
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aa

x

y

z

 

图 5.1 无限平面中的贯通裂缝

考虑无限平面内包含一条裂缝，如图5.1所示。裂纹全长L = 2a，半长l = a；

坐标系建立在裂纹中心，x轴与裂纹平行。裂缝上下表面承受冲击荷载作用，根

据作用方式的不同，分为I， II和III型断裂问题，下面将分别给出各型断裂的解

和主要结论。

对于I型（张开型）断裂问题，由于对称性，可以只考虑上半平面，其对应

的边界条件为⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
σyy(x, 0, t) = −σ0 f (t), σxy(x, 0, t) = 0, |x| < a, t > 0

uy(x, 0, t) = 0, σx,y(x, 0, t) = 0, |x| > a, t > 0

σ(x, y, t)→ 0,
√︀

x2 + y2 → ∞, t > 0

(5.7)

其中σ0为动力加载的幅值，而 f (·)为动力加载的时程函数。

假定物体初始处于静止状态，对应初始条件为⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ux(x, y, 0) = 0, ∂ux(x,y,t)

∂t

⃒⃒⃒⃒
t=0

= 0

uy(x, y, 0) = 0, ∂uy(x,y,t)
∂t

⃒⃒⃒⃒
t=0

= 0
(5.8)

利用拉普拉斯变换和傅立叶变换 [181]，可得应力强度因子的解

KI(t) = MI(t)KS
I = MI(t)σ0

√
πa (5.9)
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KS
I = σ0

√
πa为静态应力强度因子。

动力强度因子的时程函数可表示为拉普拉斯逆变换如下

MI(t) =
1

2πi

∫︁ c+i∞

c−i∞
f *(p)Φ*1(1, p)eptdp (5.10)

其中

f *(p) =

∫︁ ∞

0
f (t)e−ptdt (5.11)

为 f (t)的拉普拉斯变换。

函数Φ*1(ξ, p)可由下面积分方程求出

Φ*1(ξ, p) +

∫︁ 1

0
K1(ξ, η, p)Φ*1(η, p)dη =

√︀
ξ (5.12)

积分方程的核函数K1(ξ, η, p)为

K1(ξ, η, p) =
√︀
ξη

∫︁ ∞

0
s
[︂

f1
(︂ s
a
, p

)︂
− 1

]︂
J0(sξ)J0(sη)ds (5.13)

其中J0(·)为0阶贝塞尔函数，而函数 f1
(︁

s
a , p

)︁
即 f1(s, p)，表示为

f1(s, p) =
1

2sγ1

(︁
1 − c2

c1

)︁ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣2s2 +

(︃
p
c2

)︃2⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦2

− 4s2γ1γ2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
(︃
c2

p

)︃2

(5.14)

其中γ1与γ2为 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
γ1 =

√︁
s2 +

(︁
p
c1

)︁2

γ2 =

√︁
s2 +

(︁
p
c2

)︁2
(5.15)

对于II型与III型断裂，需要将边界条件中裂缝上下表面的作用项转化为⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
σxy(x, 0, t) = −τ1g(t), σyy(x, 0, t) = 0, |x| < a, t > 0, Mode II

σyz(x, 0, t) = −τ2h(t), |x| < a, t > 0, Mode III
(5.16)

采用与I型断裂类似的处理过程，可得其表达式与I型断裂基本一致，只有

式（5.13）中 f (·)函数的表达式不同，对于II、III型断裂，分别为⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
f2(s, p) =

γ1
γ2

f1(s, p) Mode II

f3(s, p) =
γ2
s Mode III

(5.17)
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采用数值方法计算上述一系列方程，可得动态应力强度因子。

考虑最简单的情形，取动力加载时程函数为Heaviside函数H(t)（图5.2），其

拉普拉斯变换为1/p，代入上面公式进行计算，最终可得动态应力强度因子。

Heaviside型荷载作用下I，II与III型断裂的应力强度因子计算结果如图5.3。由这
 

t

1

( )H t

图 5.2 Heaviside函数

一数值结果可以看出，动态荷载作用下，裂缝端部的应力强度因子呈现出复杂

的变化过程。由于Heaviside函数后面是平稳段，所得动态应力强度因子也平稳

地趋于静态应力强度因子。但是由于初始的冲击作用，动态应力强度因子的初

始上升段可使其超过静态应力强度因子的数值。有关数值分析的结果表明 [181]，

对于有限边界动态断裂问题，由于边界的对波动的反射，使得其应力强度因子

呈现出更加复杂的变化过程，其数值可能上升到静态应力强度因子的5-10倍。
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图 5.3 Heaviside型荷载作用下动态强度因子
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5.1.2 裂纹动态扩展问题

对于动态裂纹扩展问题，目前数学上有解的，大多为裂纹匀速扩展问题。

1951年，Yoffe [184] 得到了动态断裂的第一个解，虽然数学上来看这个解仅考虑

了极特殊的情况，但是后来的研究证明其中某些结论对一般的动态断裂问题均

是适用的。Yoffe考虑在平面无限弹性介质中，有一个长度为2a的裂缝，沿着主

轴方向以常速度V = const作匀速移动。在固体中建立两个坐标系，一个为固定

坐标系(x1, y, t)，另一个为随着裂缝一起移动的坐标系(x, y, t)，两个坐标系之间

的换算为 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = x1 − Vt

y = y
(5.18)

上述坐标变换采用了绝对时间t，物理上称之为伽利略变换。根据上述坐标转

换，在固定坐标系中建立的弹性波动方程（5.3）可以转化为移动坐标系内的拉

普拉斯方程组，有 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∂2ϕ
∂x2 +

∂2ϕ

∂y2
1

= 0

∂2φ
∂x2 +

∂2φ

∂y2
2

= 0
(5.19)

式中 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
y1 = α1y

y2 = α2y
(5.20)

而 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
α1 =

√︁
1 − V2

c2
1

α2 =
√︁

1 − V2

c2
2

(5.21)

在运动坐标系中，其对应的边界条件为⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σxy(x, 0) = 0 −∞ < x < ∞

σyy(x, 0) = −σ0 |x| < a

uy(x, 0) = 0 |x| > a

σ→ 0
√︀

x2 + y2 → ∞

(5.22)
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考虑稳态传播问题，这里不需要初始条件。

Yoffe利用傅立叶变换，解得上述方程的解为⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ϕ(x, y1) = 2

π

∫︀ ∞
0 A1(s) cos(sx)e−α1 syds

ϕ(x, y2) = 2
π

∫︀ ∞
0 A2(s) sin(sx)e−α1 syds

(5.23)

待定函数A1与A2为 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
A1(s) = (1 + α2

2)2 A(s)
sM2

2

A2(s) = −2α1
A(s)
sM2

2

(5.24)

式中M2 = V/c2，而函数

A(s) =
πσ0M2

2

2µs[4α1α2 − (1 + α2
2)2]

J1(as) (5.25)

式中J1(·)为第一类贝塞尔函数。

Yoffe得到上述解答的时代，断裂力学的体系还没有完整地建立起来，某些

断裂特征量的概念当时还没有建立起来。后来，Freund根据Yoffe的解答，推导

得到了断裂能及其释放率的表达式 [185–187]。其中，动态裂纹的应变能为

U =
α1(α2

2 − 1)

(1 − ν)[(1 + α2
2)2 − 4α1α2]

1 − ν2

E
πa2σ2

0 (5.26)

其动态断裂能释放率

GI(V) =
1
2
∂U
∂a

= A(V)
1 − ν2

E
[KS

I (V)]2 (5.27)

其中KS
I (V)为裂纹拟静态扩展条件下的断裂能释放率，而A(V)为裂纹速度因子，

其表达式为

A(V) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
α1(α2

2−1)
(1−ν)[(1+α2

2)2−4α1α2] plane strain
(1−ν)α1(α2

2−1)
(1+α2

2)2−4α1α2
plane stress

(5.28)

式虽（5.27）然是针对特殊情况得到的结论，但是Freund认为它对于更一般的

情况仍然成立。

考虑式（5.26）与（5.27），其分母中均包含 [(1 + α2
2)2 − 4α1α2]项，令其趋

近于0可使得裂纹扩展的能量和释放率均趋近与无穷大，那么此时对应的速度就
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为裂纹的极限速度。另一方面，对应于式（5.26）的极限状态方程

(1 + α2
2)2 − 4α1α2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝2 +
V2

c2
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠2

− 4
⎛⎜⎜⎜⎜⎝1 +

V2

c2
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ 1
2
⎛⎜⎜⎜⎜⎝1 +

V2

c2
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ 1
2

= 0 (5.29)

同时为瑞雷波速cR的定义方程，由此可知，裂纹的极限速度Vc即为固体的瑞雷

波速cR。

动态扩展裂纹的解告诉我们，无论加载速度如何升高，裂纹的扩展速度是

有上限的，这里给出的上限预测值为瑞雷波速cR。这就从物理上解释了动力加

载条件下裂缝扩展的滞后效应：如果裂纹扩展速率已经达到上限值，那么提高

加载速度并不能对应的提高裂纹扩展速率。试想对试件加载到相同的控制位移，

显然高速加载所需要的时间要少于低速加载，此时若低速加载情况下对应的裂

纹扩展速率也已经达到了极限裂纹扩展速率，即低速加载情况与高速加载情况

所对应的裂纹速率一样，那么高速加载对应的裂纹尖端就会滞后于低速加载的

裂纹尖端。

5.1.3 断裂动力学的局限

断裂动力学的理论基础仍然是连续介质理论，在对裂缝的分析中引入了惯

性力的影响，得到了某些特定情况下的解析解，同时建立了动态应力强度因子

以及裂纹极限速度的概念，这些对于动态断裂的研究有着重要的意义。另一方

面，在考虑了惯性效应之后，包含裂缝的波动场的分析变得异常复杂，所以目

前所得到的解析解都是针对非常特殊的加载条件和裂缝构型，比如固定裂缝和

匀速扩展裂缝，对于非匀速扩展的裂缝，目前还没有好的处理方法，这是断裂

动力学框架内所具有的局限性。

随着研究的进一步深入人们发现，断裂动力学的局限性并不仅仅体现在框

架之内，其理论框架本身的局限性也渐渐凸显出来。后续的试验研究表明，断

裂动力学的框架体系可能并没有反应动态断裂的物理实质。断裂动力学预测的

裂纹极限速率为瑞雷波速cR，然而高精度的脆性固体断裂试验
[188,189]却发现，

动态裂纹在其传播速度达到(0.34 ± 0.02)cR时已经失去稳定性。此时固体的断裂

面不再平滑，裂缝端部的持续分叉使得断裂面变得粗糙，并最终形成局部区域

内的粗糙劈裂带。此时裂纹扩展的速率也由平稳转化为振荡。在Fineberg等人试

验 [188,189]的基础上，研究者 [190,191]倾向于认为这种动态裂纹失去稳定性之后所
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表现出的不连续性和不稳定性才是动态断裂的物理实质。而这些因素是不能够

采用断裂动力学直接描述的。所以，近年来对于动态断裂和损伤的细观研究大

多基于离散建模的数值方法。

5.2 动力断裂数值模拟

为了探求动力作用下材料损伤和破坏的物理机制，需要将研究转向细观，

研究动力作用下材料细观结构的变化。此时，需要考虑材料的细观非均匀结构、

细观强度的随机性、动力断裂行为、荷载施加方式等众多因素，很难以解析方

法作为基本工具获得定量结果，所以，近年来的研究大多基于数值模拟。另一

方面，前一节已经述及，动态断裂的物理实质不能够通过连续介质力学直接

体现，因此在数值建模的过程中，就需要引入某些离散性，或者物理上称之为

“量子性”，来描述动态断裂的非连续非光滑性质。

5.2.1 分子动力学方法

固体微观结构中，具有量子性的尺度就是原子或者分子尺度。在这个尺度

上模拟的固体运动最常用的方法是分子动力学（MD）方法。经过50多年的发

展，分子动力学方法已经趋于成熟，近年来计算机和计算技术的飞速进步又进

一步促进了分子动力学方法的应用。目前这一类方法被广泛应用于物理、化学、

材料以及生物等领域。

 

x

y

ijr
jr

ir i

j

图 5.4 笛卡尔坐标系中的分子动力系统
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经典分子动力学中，分子（原子）组成的物质系统被简化为质点系统

（图5.4）。具有N个质点的运动微分方程可以用拉格朗日函数L表示为如下形

式 [192]：

d
dt
∂L
∂ṙi
−
∂L
∂ri

= 0, i = 1, 2, . . . ,N (5.30)

拉格朗日函数L可以表示成系统动能函数T和系统势能函数U之差，即

L = T − U (5.31)

系统的动能可表示为各个质点的动能之和，有

T =

N∑︁
i=1

mi ṙ2
i

2
(5.32)

而系统的势能可以表示为质点位置的函数，有

U = U(r1, r2, . . . , rN) (5.33)

将式（5.32）和式（5.33）代入式（5.31）可得拉格朗日函数表达式

L =

N∑︁
i=1

mi ṙ2
i

2
− U(r1, r2, . . . , rN) (5.34)

上式代入拉格朗日方程（5.30），整理可得经典分子动力学运动方程如下

mi r̈i = −
∂U(r1, r2, . . . , rN)

∂ri
= Fi, i = 1, 2, . . . ,N (5.35)

其中Fi是周围原子作用到原子i上的合力。

除了拉格朗日方程，分子动力系统还可以用哈密顿对偶方程表示。前者适

合于跟踪系统中原子运动的详细信息，而后者则适合于求系统中所有原子的平

均信息 [192]。定义哈密顿量为系统的总能量，有

H = (r1, r2, . . . , rN ; p1, p2, . . . , pN) =

N∑︁
i=1

p2
i

2mi
+ U(r1, r2, . . . , rN) (5.36)

其中 ṗi = mi ṙi为第i个原子的动量。

保守系统的哈密顿对偶方程为 [193]⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ṙi = ∂H

∂ ṗi

ṗi = −∂H
∂ṙi

(5.37)
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由上面的理论框架可以看出，分子间作用力需要由势函数U确定，因此势

函数的确定就成为分子动力学体系的关键。但是，由于原子之间存在着复杂的

量子效应，所以势函数确定过程与方法十分的复杂，某些时候甚至依赖于经

验。

势函数的一般表达式如下 [192]：

U(r1, r2, . . . , rN) =
∑︁

i

V1(ri) +
∑︁
i, j>i

V2(ri, r j) +
∑︁

i, j>i,k> j

V3(ri, r j, rk) (5.38)

其中V1为一体势函数，代表外加外加力场（诸如重力场或静电场）形成的势能；

V2为二体势函数，又称为对势函数，主要考虑原子间距离变化对储存势能的影

响；V3为三体势函数，主要考虑矢径间角度变化对储存势能的影响。对于本文

需要考虑的问题，即动态断裂问题，第一项和第三项的影响较小，通常可以忽

略，以往的研究一般只考虑的第二项，即对势函数的影响。

 

固体动态断裂 

裂缝端部原子点阵 

原子键断裂 

 
图 5.5 动态断裂的分子动力学模型

在早期的研究中，Ashurst和Hoover [194]最早将固体模拟为原子点阵

（图5.5），进而引入分子动力学方法（MD）模拟固体的动态断裂。后来，

Abraham等人利用大型并行计算机系统建立了分子动力学模型，系统研究

了动态断裂问题 [195,196]。在模拟中，Abraham等人采用了分子动力学中最常用

的 Lennard-Jones对势函数 [197,198]，简写为LJ势，表示为

V(r) = 4ε
[︃(︂
σ

r

)︂12
−

(︂
σ

r

)︂6
]︃

(5.39)
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其中r = |ri − r j|为原子间的距离。

式（5.39）中 1
r12项模拟原子间的斥力，而

1
r6项模拟原子间的引力。LJ势函数

广泛用于气体和脆性固体的模拟。

2006年，Buehler和Gao基于分子动力学模型，系统研究了单一材料裂缝端

部的超弹性对动态断裂的影响 [199,200]。Buehler和Gao将原子间的超弹性作用考

虑为两段形式，那么对应的势函数取为

V(r) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2

2k1(r−r1)2 if r < ron

a2 + 2
2k1(r−r2)2 if r ≤ ron

(5.40)

其中 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
a2 = 2

2k1(ron−r1)2 −
2

2k1(ron−r2)2

r2 = ron+r1
2

(5.41)

在本质上，分子动力学体系中并没有直接包含应变的概念，对于分子动力

学模拟的固体体系，Buehler和Gao对某个原子处对应的Cauchy-Green应变采用

下式估计

bi j =
1

3r2
1

N∑︁
k=1

(xl
i − xk

i )(xl
j − xk

j) (5.42)

其中k = 1, 2, . . . ,N表示遍历该原子所对应的所有紧邻原子。

基于上述过程，利用分子动力学模拟方法可以得到固体材料动态断裂行为

的某些重要特征，如：在一定的动力作用下，固体中的裂缝扩展呈现出不稳定

特征，开始出现分叉，与此同时，裂纹扩展的速度和能量释放过程都不再是时

间的平滑函数，而是表现出显著的波动；其二，动态裂纹扩展的速率存在明显

的上限值，到达上限值之后，加载速率的提升不再使裂纹的扩展速率提高；其

三，裂缝端部的非线性区域对动态裂纹扩展有显著的影响。

事实上，分子动力学方法属于微观-细观层次的模拟方法。即使对于单一的

匀质材料，这类方法也具有较大的局限性。由于固体中包含的原子数量非常之

大，尽管当今的大型计算机系统已经具有惊人的计算能力，但目前仍不能对很

小尺寸的固体进行直接的分子动力学模拟，所建立的模型不论是在时间尺度上

还是在空间尺度上都做了伸缩处理，并不能与实际的固体直接对等，由此得出
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的结论只能用于定性研究，不能得出定量的结论。

5.2.2 内聚单元方法

在上一章中我们已经详细介绍了内聚单元方法的基本思路和理论。

1999年，Xu和Needleman [166]最早采用内聚单元方法模拟固体的动态断裂问题。

在这类模型中，首先对固体进行有限元离散，划分得到的有限元称为体积单元

（volumetric element）。与传统有限元不同的是，体积单元之间并没有共用的节

点，而是相互独立的，在邻近的体积单元之间插入内聚单元（cohesive element）

作为体积单元的连接，同时作为裂缝可能的路径（图5.6）。

 

固体动态断裂 

有限单元 

内聚单元 

 图 5.6 动态断裂的内聚单元模型

基于内聚单元模型，Xu和Needleman在数值模拟的基础上，得到了关于动

力断裂的一些重要结论：第一，动力加载过程中，裂缝扩展速度会增长至一个

平台而不继续增长，对于各向异性材料，这个平台大约为瑞雷波速的90%，而

对于各向同性材料，平台大约为瑞雷波速的50%；第二，在到达了裂缝扩展速

率平台之后，裂缝开始分叉，并且扩展速度出现很强的波动；第三，裂缝动态

扩张条件下，其断裂能和断裂韧性不再是常数，甚至不再是连续函数。显然，

这样的3点结论均被12年后Buehler和Gao所进行的分子动力学模拟研究 [200]所验

证。从而说明了上述细观数值模拟方法的有效性。

内聚裂缝模型虽然可以在适当的空间和时间尺度范围内给出材料动态断裂

的模拟结果，但是其本身仍然存在某些问题，如：内聚力与裂缝张开位移的关
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系很难直接测量和确定。同时，在既有研究中，内聚裂缝模型大都基于规则网

格，没有考虑不规则网格对于模拟结果的影响。

5.2.3 动态随机断裂的数值模拟

在此背景下，本文引入不规则有限元网格考虑微观非均匀性对于宏观裂缝

扩展的影响，建立了非规则内聚单元模型考虑动力加载条件下微裂缝的产生和

演化过程，初步进行了混凝土材料的动力损伤细观数值模拟研究。

5.2.3.1 分析模型

非规则内聚单元模型的建立过程如图5.7所示：考虑平面断裂问题，首先确 

 

（a）二维固体 （b）随机分布代表点集

   
（c）Delauney三角分割 （d）体积单元与内聚单元生成

图 5.7 非规则内聚单元模型的生成

定平面固体所在区域；其后在固体的边界上和内部随机生成代表性点集；再基

于生成的随机代表性点集，对固体所在区域进行Delauney三角分割；最后基于

平面三角分割生成体积单元和内聚单元。
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volumetric finite 

element 

cohesive 
 element 

x
y

l

h
a

图 5.8 二维动态断裂模型

采用非规则内聚单元模型模拟图5.8所示的二维动态断裂问题。数值试件

的几何尺寸为：l = 4.5m，h = 1.5m，a = 0.21m。固体的材料参数取为：E =

30GPa，ν = 0.2，ρ = 2400kg/m3。由此计算可得固体的压缩波速c1 = 3228m/s，

剪切波速c2 = 2282m/s，瑞雷波速cR = 2079m/s。采用线性内聚裂缝模型描述内

聚单元的性质，最大内聚应力 ft = 32MPa，断裂能2Γ0 = 100m/s。边界条件为：

下边界固定y方向自由度；上边界施加恒定速率v驱动内部裂纹的扩展。为了尽

量精细地模拟混凝土的动态断裂行为，我们建立了非常精细的有限元模型，单

元数量超过30万：其中体积单元数量为13.5万，而内聚单元的数量为20万。采

用显式积分方法并引入并行计算策略进行数值模拟。

5.2.3.2 裂纹扩展模式与端部应力场

数值模拟所得微观裂纹扩展模式如图5.9所示。 裂缝自预留开口端部开始

扩展，不同加载速率下裂纹扩展的模式具有很大的区别。对于加载速率比较低

的拟静态加载，裂纹倾向于沿着一个面扩展，虽然也产生了一些微观分叉，但

是整体而言还位于一个断裂面上，这与经典断裂力学的假设是一致的。对于加

载速率较高的动态加载，裂纹扩展过程中产生了大量的分叉，同时这些分叉

具有某些递归自相似特性。这就使得动态加载条件下，微观的裂纹不再是一

个断裂面，而产生了一个裂缝群，可以预见，裂缝群的性质与单一裂缝面的性

质有着本质的不同，所以此时断裂动力学不再适用。另一方面，本文基于非规

则内聚单元模型模拟所得的裂纹扩展模式也与分子动力学模拟结果有一些不

同。根据Abraham等人 [195]的分析，动态裂纹扩展的断裂面的变化过程为“平滑

（smooth）→粗糙（rough）→曲折（zigzag）”，而本文结果所体现出的动态裂
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（a）拟静态断裂
 

 
（a）动态断裂

图 5.9 裂纹扩展模式

纹的典型特点为自相似分叉。计算得到的随机分叉裂缝与实际的岩石或者混凝

土裂缝具有很好的相似性 [201]。

下面考察裂纹端部场（图5.10）。可见拟静态断裂的裂纹端部场（图5.10a）

与断裂力学给出的裂纹端部场的应力分布具有很好的一致性，这从一个侧面验

证了本文模型的正确性。而动态断裂的裂纹端部场与静态裂纹有着本质的区别，

不能用单条裂纹得到的裂缝端部场的解描述。裂纹的分叉减弱了裂纹端部的应

力集中，但是加剧了应力的波动，波动的裂纹端部应力场又进一步加剧了裂纹

扩展的分叉。同时，由于本文采用了随机分布点集生成计算模型，所以局部裂

纹扩展的方向具有随机性，而裂纹的随机扩展进一步加剧了裂纹端部应力场的

复杂性。

5.2.3.3 率相关效应的分析与探讨

动力加载条件下裂纹的扩展速率是动力断裂的重要指标，我们通过数值模

拟结果研究了裂纹扩展速率随着其扩展长度的变化。由于动态加载条件下，裂

纹不再是一个断裂面而是一个分叉的裂缝群，所以可能会有多个裂纹尖端同时
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（a）拟静态断裂 （b）动态断裂

图 5.10 裂纹端部场（σy）

扩展，所以这里先将裂缝群的端部定义为最前端的裂缝端部，裂缝群的长度和

扩展速率均由最前端的裂纹端部给出。定义名义应变率ε̇ = v/h为加载速率与试

件高度的比值，图5.11给出了不同加载速率下的裂纹扩展速率沿着裂纹长度的

 

0 1 2 3 4 5
0.0

0.3

0.6

0.9

1.2

1.5

c f /
 c

R

 

 

Crack length (m)

 v / h = 0.0167
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图 5.11 裂纹扩展速率

演化曲线。可见随着加载速率的增长，裂纹的扩展速率表现出了很强的波动性，

其变化已经不再是连续的光滑函数。另一方面，如果对不同加载速率下的裂纹

扩展速率曲线做局部平均而求得平均裂纹演化速率，那么可以看出加载速率

对裂纹动态扩展速率的影响非常有限，裂纹扩展达到上限速率 ccrit之后就不再

增加。本文数值模拟得到的裂纹扩展的上限速率大约为0.75倍的瑞雷波速，即

ccrit ≈ 0.75cR，小于断裂动力学所预测的一倍瑞雷波速。当裂纹的扩展达到极限
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速率后，为裂纹就以分叉的形式耗散多余的能量，而保持整体扩展的速率基本

不变，因此，在相同外加应变条件下，高速加载所得的裂纹扩展要滞后于低速

加载，从而使得其刚度和平均应力都有提高，我们认为：这恰恰是脆性固体材

料产生动力强化的物理原因。

下面进一步从能量的角度考察动力断裂系统。首先有能量平衡表达式如下

U = −WL + UE + US + UK = 0 (5.43)

其中U为总能量；WL为外力功；UE为应变能；US为形成新的断裂面所需要的

表面能；UK是系统的动能。

如果不考虑动能项，式（5.43）右端的前三项描述了静态断裂的能量平衡，

与Griffith最初给出的表达式 [202]一致。后来，Mott [203]引入了动能项UK考虑动态

断裂系统。但是由于当时理论与计算水平的限制，Mott只能类比静态断裂应力

场的某些结果并结合量纲分析假定动能的表达形式，最终得到了裂纹扩展极限

速度的半经验表达式。

本文根据数值模拟的结果，得到了能量各个分项的演化曲线如图5.12所示。

可以看出，加载的早期外力功主要转化为系统的应变能；随着应变能的增加裂
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FIG. 4. Instantaneous crack group speed

the stress fluctuation. The fluctuating stress field may
evoke the crack bifurcation, which further leads to the
crack branching, while the unstable crack propagation
disturbs the stress field conversely. The irregular tri-
angulations introduced in our numerical model bring in
some uncertainties for the branching direction at crack-
group-tip. And the stochastic branching also induces ex-
tra oscillations for the crack-tip field, as can be seen in
Fig. 3 (b). Eventually the interaction between the stress
fluctuation and the directional uncertainty leads to the
stochastic recursive branching diagram of the crack group
shown in Fig. 2, which is often indicated by the failure
testing of brittle materials like concrete and rocks.
The crack group may propagate at many crack

branches simultaneously. Thus we define the crack-
group-front as the locus of points at the activating tips of
crack group. The relative values of instantaneous crack
group speed cf over Rayleigh wave speed cR are shown
in Fig. 4. It is seen that the crack group propagates in
a speed with erratic oscillations, which indicates the in-
stability of dynamic fracture. And the speed oscillation
could be intensified by the loading rate. Under high rate
loading, the oscillations might even arouse some instanta-
neous supersonic fractures, which exceed the speed limit
of cR. According to our simulations, we consider that
the alternations of the front branches cause the crack
speed oscillation. The aforementioned fluctuating stress
field at crack-group-front may make some crack branches
propagate faster than the front branches and then out-
strip them at some time. This leads to the alternation
of the front branches and the discontinuous jump of the
crack group speed. We also can further conclude that the
higher the loading rate is, the more frequent the front
branch alternations occur. If the speed oscillations are
filtered by time domain averaging, the average fracture
speeds under different loading rates intend to increase to
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FIG. 5. Energy evolutions for the dynamic fracturing system
(ε̇ = 0.0667s−1)

a similar value and remain constant, which is defined as
the critical speed ccrit. The critical speed in our work is
calculated to be 0.75cR that agrees well with the value
of 0.73cR predicted by Yoffe [13]. The speed limit for
dynamic fracture also suggests the explanation of the
dynamic strength increase observed from the dynamic
loading tests of brittle materials. As the critical speed of
dynamic fracture is almost independent with the loading
rate, cracks within the fast loaded specimen propagate
less than the slow loaded one when loaded to the same
deformation. Less crack propagation leads to higher stiff-
ness and strength of the specimen. This can be defined
as the delay effect of the dynamic fracture.
The energy balance of the dynamic fracturing system

yields

U = −WL + UE + US + UK (1)

where U is the total energy; WL is the external work;
UE is the strain energy; US is the energy dissipated by
generating new surfaces; and UK is the kinetic energy.
The first three terms in the RHS of Eq. (1) describe the
energy balance of static fracture, which proposed by Grif-
fith [14]. Later, Mott [15] introduced the kinetic energy
term UK to consider moving cracks. In the present letter,
we simulate the energy propagations of dynamic fractur-
ing system by the proposed numerical procedure with the
results shown in Fig. 5. In the early stage of the loading,
most of the external work is stored as the strain energy
because the loading rate is much lower than the elas-
tic wave speed. The strain energy increases and triggers
the crack propagation sometime. Then certain energy is
dissipated by the degradation of the cohesive elements,
which represents the crack propagation and branching in
macro-scale. And the retraction induced by the rupture
of the cohesive elements generates kinetic energy at the

图 5.12 动态断裂的能量演化(ε̇ = 0.0667s−1)

缝的扩展在某个极限状态激活，微裂纹的扩展消耗了越来越多的外力做功，而

系统的动能主要由断裂面的回弹引起；应变能的增加越来越缓慢并最终进入下

降段直至破坏。这里的数值分析结果严格满足能量平衡条件即U = 0，这也验证
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了本文数值模拟的正确性。
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图 5.13 动态断裂的断裂能释放率演化

总能量U对裂纹长度c求微分，有

dU
dc

= 0 (5.44)

将（5.43）代入上式，整理得

G − 2Γ =
dUK

dc
(5.45)

此处静态断裂能释放率

G = −
d(−WL + UE)

dc
(5.46)

断裂表面能

2Γ =
dUS

dc
(5.47)

那么动态断裂能释放率

Gd = G −
dUK

dc
= 2Γ (5.48)

对于静态断裂而言，裂纹只形成两个光滑的断裂面，可知其断裂表面能为常数，

其取值由材料本身决定，即

Γ = Γ0 (5.49)
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同时由裂纹端部场计算得到的断裂能释放率G可以作为断裂开展的驱动力。对

于动态断裂而言，结果则完全不同。事实上，在动态加载条件下，由于裂纹的

持续分叉，使得不同时刻裂纹断裂面的个数不同，并且随着加载速率的变化而

变化，所以动态断裂断裂表面能就不再是常数，而是与加载速率有着密切的关

系（5.13）。因此不能够直接采用动态断裂能释放率Gd作为动态断裂的驱动力。

同时，由于裂纹扩展速率的波动性，使得断裂能释放率的演化也呈现出波动性，

并且波动的幅度也与加载速率密切相关。

5.3 本章小结

本章从细观角度出发，对材料率相关效应的物理机理进行了初步的探讨。

首先回顾了断裂动力学的若干基本结果，推导重现了动态裂纹扩展的极限速率，

讨论了断裂动力效应对材料宏观性能的影响。然后在文献研究的基础上，建立

了动态裂纹扩展的数值模型，对动态裂纹的随机扩展进行了数值模拟，同时基

于数值模拟结果讨论了材料的率相关性。本章工作为材料应变率效应的物理研

究奠定了基础。
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第第第 6章章章 结结结论论论与与与展展展望望望

非线性与随机性是混凝土力学行为的两个基本特征，在损伤演化过程中，

受力行为的非线性与材料强度表现的随机性互相耦合、互为因果，而其本质规

律，在于损伤导致的应力重分布。从细观层次上反映混凝土材料因随机损伤导

致的随机应力重分布过程，可以沿用抽象的随机断裂模型与具象的数值多尺度

模型。本文对这两类模型进行了系统地研究，并从数值模拟方面探讨了混凝土

动力断裂的物理机理。总结本文的工作，可得下述结论：

1. 混凝土材料的损伤和破坏包含多个尺度，宏观构件的损伤演化来源于材料

微观结构的不可逆变化，而微观裂缝的随机分布和扩展又通过跨尺度传递

导致了混凝土宏观非线性行为的随机性。

2. 在大量的文献研究的基础上，基于连续介质损伤力学、不可逆热力学基本

理论，本文进一步发展了混凝土弹塑性损伤本构关系模型，考虑混凝土的

损伤、塑性和率敏感性的影响，建立了粘塑性动力损伤本构模型。数值模

拟结果与实验结果的对比表明本文建立的弹塑性动力损伤本构关系模型能

够比较全面地反映混凝土在动力加载条件下的非线性响应。

3. 混凝土细观随机断裂模型在本质上属于一类串行多尺度模型。它抓住了混

凝土损伤演化的要旨，用一种抽象的方式反映了应力重分布对损伤演化以

及非线性过程的影响，自然地反映了随机性在不同尺度之间的传递和联

系。通过引入细观断裂-滞回单元，本文对细观随机断裂模型进行了拓展，

探讨了重复加载作用下混凝土次滞回现象的成因和建模。

4. 为了精细地考虑细观应力重分布导致的宏观损伤演化，本文建立了多尺度

损伤的数值模型，从微观裂缝产生与扩展的角度分析宏观损伤的演化和

发展。基于多尺度理论，建立了多尺度能量传递定理，以能量标度作为媒

介，沟通了细观裂缝扩展与宏观损伤演化之间的关系。将基于多尺度损伤

表示理论得到的损伤演化曲线植入宏观连续介质损伤模型，能够有效地进

行宏观结构的非线性数值模拟。基于所建立的多尺度损伤模型，本文以数

值算例的形式探讨了脆性材料结构中的尺寸效应及其对结构模拟结果的影

响，建议了消除数值尺寸效应所引起的网格敏感性的方法。
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5. 对动态损伤断裂的机理进行了初步的探讨。回顾了断裂动力学的若干结

论，推导重现了动力加载条件下裂纹的极限扩展速度为瑞雷波速这一重要

发现。考虑细观结构随机性的影响，建立了不规则内聚单元模型，对动态

加载条件下的裂纹扩展进行了数值模拟。模拟结果显示动态断裂过程具有

明显的非均匀性和非光滑性，与拟静态断裂问题有着本质的区别。研究发

现：动态裂纹扩展的速率小于断裂动力学所预测的瑞雷波速。

展望这一方向的研究，我们感到下述趋势是值得注意的：

1. 动力损伤细观数值模拟的研究，目前还只能对非常简单的裂纹和受力状态

进行模拟研究，所得的结论也大都是定性的，说明这一研究还有广阔的探

索空间。其可能的发展方向包括：新型数值方法的建立――目前有学者尝

试分子动力学方法与内聚裂缝方法的结合；内聚裂缝模型的物理研究――

从物理出发直接建立内聚裂缝模型；裂缝扩展速率上限的决定因素――裂

缝扩展速率的平台值是由那些因素决定的以及具有何种内在联系等。

2. 连续模型与细观模型的统一是动力损伤研究发展的基本趋势。有关率敏感

性的参数，目前仍然是基于试验数据的经验识别结果，缺乏必要的理论支

持，这大大限制了应用的范围。事实上，率敏感性的物理机制，同样难以

直接由连续介质损伤理论获得解释，而需要借助损伤的细观研究和模拟。

如何形成宏观连续介质模型与细观物理模型的统一，是未来动力损伤研究

的必然趋向。

3. 混凝土结构的全寿命分析与设计是土木工程学科发展的新的增长点，有大

量的新问题等待我们去探索。其中所涉及到的核心科学问题，诸如材料的

耐久性、徐变以及疲劳损伤等问题，无不具有典型的多尺度随机特性。基

于本文提出的随机多尺度理论框架，对这些基本问题进行深入的探索，必

将会有效地推动混凝土结构全寿命分析和设计的发展步伐。
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