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主要内容
1 概述
2 弹性模型

线弹性模型
非线性弹性模型

3 弹塑性模型
一维弹塑性模型
多维弹塑性模型

屈服函数
强化法则
塑性流动
相关流动与非相关流动

4 损伤力学模型
弹塑性损伤模型简介
实用损伤模型
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概述
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学. 中国建筑工业出版社：北京.

李杰，吴建营，陈建兵，2014，混凝土随机损伤力学. 科学出版社：北
京.
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Inelasticity. Springer, New York.
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概述

混凝土一维非线性行为
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重复加载受压实验 重复加载受拉实验
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概述

混凝土二维非线性行为

二维主应力空间强度包络图 压剪应力空间强度包络图
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概述

混凝土三维非线性行为

单轴受压实验 约束受压实验
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弹性模型 线弹性模型

弹性本构关系

线弹性本构关系
σij = Eijklεkl , σ = E0 : ε

刚度张量的对称性
次对称性

Eijkl = Ejikl = Eijlk

主对称性
Eijkl = Eklij
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弹性模型 线弹性模型

弹性本构关系

Voight notation

sα α 1 2 3 4 5 6

sij
i 1 2 3 1 1 2
j 1 2 3 2 3 3

刚度张量矩阵化

[E] =


E11 E12 E13 E14 E15 E16
E21 E22 E23 E24 E25 E26
E31 E32 E33 E34 E35 E36
E41 E42 E43 E44 E45 E46
E51 E52 E53 E54 E55 E56
E61 E62 E63 E64 E65 E66

 =


E1111 E1122 E1133 E1112 E1113 E1123
E2211 E2222 E2233 E2212 E2213 E2223
E3311 E3322 E3333 E3312 E3313 E3323
E1211 E1222 E1213 E1212 E1213 E1223
E1311 E1322 E1333 E1312 E1313 E1323
E2311 E2322 E2333 E2312 E2313 E2323


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弹性模型 线弹性模型

弹性本构关系
正交各向异性 (Orthotropy) 刚度矩阵

[E] =


E11 E12 E13 0 0 0
E21 E22 E23 0 0 0
E31 E32 E33 0 0 0
0 0 0 E44 0 0
0 0 0 0 E55 0
0 0 0 0 0 E66


正交各向异性应力应变关系ε1
ε2
ε3

 =

 1
E1

−ν12
E2

−ν13
E3

−ν21
E1

1
E2

−ν23
E3

−ν31
E1

−ν32
E2

1
E3

σ1
σ2
σ3


γ12
γ13
γ23

 =

 1
G12

1
G13

1
G23

τ12
τ13
τ23


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弹性模型 线弹性模型

弹性本构关系

各向同性 (Isotropy) 应力应变关系

Eijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk)

σij = λδijεkk + 2µεij

σkk = 3Kεkk , sij = 2µeij

应力应变关系展开表示ε1
ε2
ε3

 =

 1
E − ν

E − ν
E

− ν
E

1
E − ν

E
− ν

E − ν
E

1
E

σ1
σ2
σ3


γ12
γ13
γ23

 =
1

G

τ12
τ13
τ23


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弹性模型 非线性弹性模型

非线性弹性模型

由于混凝土材料性质的本质非线性，采用线弹性本构模型进行结构分
析，不能正确地反映结构的内（应）力分布的真实情况，也很难保证
结构在极限状态下的安全性。
加载时，应力随应变增加呈非线性规律增大，卸载时，沿原路径返回，
无残余变形。
可以部分反映混凝土的非线性性质，但非线性与路径无关，不能用于
循环加载和反复加载时的分析。
两种基本形式：全量式和增量式
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弹性模型 非线性弹性模型

非线性弹性模型

各向同性非线性弹性模型：Ottosen 模型
采用应力、应变的终值建立本构关系
采用割线模量
仅适用于按比例的单调加载
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弹性模型 非线性弹性模型

非线性弹性模型
正交各向异性增量模型：Darwin-Pecknold 模型

以二维受力情况为例说明。对于正交各向异性材料，可给出二维受力
条件下的线弹性本构关系如下 ε1

ε2
γ12

 =

 1
E1

−ν12
E2

−ν21
E1

1
E2

1
G12

σ1
σ2
τ12


近似取 

ν12E1 = ν21E2

ν =
√
ν12ν21

(1− ν2)G12 =
1
4(E1 + E2 − 2ν

√
E1E2)
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弹性模型 非线性弹性模型

非线性弹性模型

正交各向异性增量模型：Darwin-Pecknold 模型
代入、整理σ1

σ2

τ12

 =
1

1− ν2

 E1 ν
√
E1E2

ν
√
E2E1 E2

1
4(E1 + E2 − 2ν

√
E1E2)

 ε1
ε2
γ12


对于非线性材料，应使用增量型方程表示上述本构关系dσ1

dσ2

dτ12

 =
1

1− ν2

 E1r ν
√
E1rE2r

ν
√
E2rE1r E2r

1
4(E1r + E2r − 2ν

√
E1rE2r)

 dε1
dε2
dγ12


式中 E1r 和 E2r 是各自方向的切线模量。
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弹性模型 非线性弹性模型

非线性弹性模型

正交各向异性增量模型：Darwin-Pecknold 模型
主方向上的应力-应变关系

dε1 =
dσ1
E1r

− ν
dσ2
E2r

令
n =

E1r

E2r
, α =

dσ2
dσ1

可得
dε1 =

dσ1
E1r

(1− αnν) , dσ1 = E1r
dε1

1− αnν
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弹性模型 非线性弹性模型

非线性弹性模型
正交各向异性增量模型：Darwin-Pecknold 模型

定义等效单轴应变
ε1u =

ε1
1− αnν

主轴上的应力应变关系可以表达成单轴形式

dσ1 = E1rdε1u

二维本构关系可以表达为如下形式解耦表达式：dσ1
dσ2
dτ12

 =

E1r

E2r

Gr

dε1u
dε2u
dγ12


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弹性模型 非线性弹性模型

非线性弹性模型
正交各向异性增量模型：Darwin-Pecknold 模型

Darwin 和 Pecknold 提出：可以采用混凝土在单轴受压状态的应力应变曲线作为上
述各轴应力应变关系标定参数的依据，单轴受压可取为 Saenz 建议的关系式

σ =
E1ε

1 +
(
E0

Ep
− 2
)(

ε
εp

)
+
(

ε
εp

)2
可得各轴应力应变关系

σi =
E1εiu

1 +
(
E0

Eip
− 2
)(

εiu
εip

)
+
(

εiu
εip

)2 , i = 1, 2

其中，fic 和 εip 双轴等效强度和等效峰值应变；Eip =
fic
εip

为等效峰值割线刚度。
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弹性模型 非线性弹性模型

非线性弹性模型

正交各向异性增量模型：Darwin-Pecknold 模型
适用于受压为主的多轴应力状态，且应力比变化不宜太大。
双轴强度可借助 Kupfer 曲线查得，双轴峰值应变数值较难得到。
概念清楚，计算简单，具有理论意义和应用价值。
等效应变的概念产生了深远的影响。

对于双轴拉-压应力状态，在剪切剪切破坏分析中经常遇到。加拿大多伦
多大学的 Vechhio 和 Collins，以及美国休斯敦大学的 Hsu 和 Mo做了大
量奠基性工作，可参阅论文和专著。
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弹塑性模型 一维弹塑性模型

一维弹塑性物理模型

弹簧摩擦元模型

应变弹塑性分解
ε = εe + εp

应力应变关系
σ = E(ε− εp), σ̇ = E(ε̇− ε̇p)

任务：引入εp的表达式，建立以 σ、ε 及、εp 为状态量的闭合的理论
体系
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弹塑性模型 一维弹塑性模型

一维理想弹塑性模型

理想弹塑性模型
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弹塑性模型 一维弹塑性模型

一维理想弹塑性模型

屈服函数

f(σ) = |σ| − σY

弹性阶段

f(σ) = |σ| − σY < 0, ε̇p = 0

屈服阶段

f(σ) = |σ| − σY = 0, ε̇p ̸= 0
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弹塑性模型 一维弹塑性模型

一维理想弹塑性模型
塑性演化

ε̇p = λ̇
∂f
∂σ

= λ̇
∂(|σ| − σY)

∂σ
= λ̇ sign(σ)

⇒ ε̇p =

{
λ̇ σ = σY

−λ̇ σ = −σY

一致性条件

f(σ) = 0 ⇒ ḟ(σ) =
∂f
∂σ

σ̇ =
∂f
∂σ

E(ε̇− ε̇p) =
∂f
∂σ

E(ε̇− λ̇
∂f
∂σ

) = 0

塑性应变表达式
∂f
∂σ

= sign(σ) ⇒ λ̇ = sign(σ)ε̇ ⇒ ε̇p = ε̇
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弹塑性模型 一维弹塑性模型

线性各向同性硬化模型

屈服函数

f(σ) = |σ| − q

硬化法则（各向同性线性）

q = σY +Kα, q̇ = Kα̇

塑性内变量

α :=

∫
T
|ε̇p|dt , α̇ = |ε̇p| ≥ 0
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弹塑性模型 一维弹塑性模型

线性各向同性硬化模型

塑性演化
ε̇p = λ̇

∂f
∂σ

= λ̇ sign(σ), α̇ = |ε̇p| = λ̇

一致条件
f(σ) = 0

⇒ ḟ(σ) =
∂f
∂σ

σ̇ −Kα̇ =
∂f
∂σ

E(ε̇− λ̇
∂f
∂σ

)−Kλ̇ = 0

⇒

{
λ̇ = E

E+K ε̇ sign(σ)

ε̇p = E
E+K ε̇
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弹塑性模型 一维弹塑性模型

线性各向同性硬化模型

增量应力应变关系

σ̇ = E(ε̇− ε̇p) = Eepε̇

切线模量

Eep =

{
E λ̇ = 0
EK
E+K λ̇ > 0

加、卸载（Kuhn-Tucker）条件
（同前）
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弹塑性模型 一维弹塑性模型

非线性硬化模型

屈服条件

f(σ) = |σ| − q

硬化法则

q = q(α), q̇ =
∂q
∂α

α̇ := Hα̇

塑性变量 α（同前）
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弹塑性模型 一维弹塑性模型

非线性硬化模型

塑性演化：ε̇p = λ̇ ∂f
∂σ = λ̇ sign(σ), α̇ = |ε̇p| = λ̇

一致条件
f(σ) = 0

⇒ ḟ(σ) =
∂f
∂σ

σ̇ −Hα̇ =
∂f
∂σ

E(ε̇− λ̇
∂f
∂σ

)−Hλ̇ = 0

⇒

{
λ̇ = E

E+H ε̇ sign(σ)

ε̇p = E
E+H ε̇

增量本构关系

σ̇ = E(ε̇− ε̇p) = Eepε̇, Eep =

{
E λ̇ = 0
EH
E+H λ̇ > 0
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

多维弹塑性理论基本公式

应变弹塑性分解
εij = εeij + εpij

应力应变关系
σij = Eijkl(εkl − εpkl)

σ̇ij = Eijkl(ε̇kl − ε̇pkl)

任务：
引入 εpij 的表达式，建立关于状态量 σij、εij 及、εpij 的闭合理论体系
求解 ε̇pij、Eep

ijkl，进而可进行结构非线性分析
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

屈服函数

从一维空间的一个点到多维空间的曲面
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

屈服函数
Tresca 屈服函数：
f = 1

2max
i̸=j

(|σi − σj|)− q = 0

von Mises 屈服函数：f =
√
J2 − q = 0
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

屈服函数
Mohr-Coulomb 屈服函数：
f = m+1

2 max
i̸=j

(|σi − σj|+K(σi + σj))− qc = 0

其中，m = fc
ft
, K = m−1

m+1
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

屈服函数

Drucker–Prager 屈服函数：
f =

√
J2 + BI1 − q = 0
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

屈服函数

任晓丹 (同济大学建筑工程系 www.renxiaodan.com ) 第四讲：混凝土多维受力本构关系 March 26, 2020 33 / 61



弹塑性模型 多维弹塑性模型

各向同性强化
考虑强化之后，屈服函数一般表达式为：f(σij, qi) = 0，其中
qi = (q1, ...., qN) 称为塑性内变量，是一系列塑性应变历史的标量函数。数
学表达式为：f(σij, qi) = f(σij)− q = f(σij)− k(αi) = 0

其中 k(αi) 为标量函数，那么不失一
般性，可认为 k(αi) = k(α)。常用的
塑性变量 α 的表达式有:

塑性功:
∫
σijdε

p
ij

等效塑性应变:
∫ √

2
3dε

p
ijdε

p
ij
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

运动强化

数学表达式为：
f(σij, qi) = f(σij − qij)− q = 0

令 qij = k(α) 即为经典随动强化
Melan-Prager 模型

qij = cεpij

Ziegler 模型: q̇ij = µ̇(σij − qij)

记忆模型：q̇ij = cεpij − aαqij
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

综合强化

数学表达式为：

f(σij, qi) = F(σij − qij;αi)− k(α) = 0

Baltov-Sawczuk 模型

F(σij − qi;α)

=
1

2
(σij − qij) : Aijkl(αm) : (σkl − qkl)

Aijkl = δikδjl −
1

3
δijδkl +Aεpijε

p
kl
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

流动法则

考虑塑性应变演化可以表示为如下形式：

ε̇pij = λ̇rij(σij, qi)

塑性变量的演化：

q̇i =
∂qi
∂αj

α̇j , α̇ =

{√
2
3 ε̇

p
ijε̇

p
ij = λ̇

√
2
3rijrij

σijε̇
p
ij = λ̇σijrij

塑性变量的演化总可以写为：

q̇i = −λ̇hi(σij, qi)
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

弹塑性模型

多维弹塑性基本方程

σij = Eijkl(εkl − εpkl) or σ̇ij = Eijkl(ε̇kl − ε̇pkl)

屈服条件 (一致条件)

f(σij) = 0 or f(σij, αk) = 0

多维塑性演化
ε̇pij = λ̇rij(σij, qi)

以 λ̇ 为切入点求解方程。
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

一致条件

塑性一致性条件

f = 0 ⇒ ḟ =
∂f
∂σij

σ̇ij +
∂f
∂qi

· q̇i = 0

⇒ ∂f
∂σij

Eijkl

(
ε̇kl − λ̇rkl

)
− λ̇

∂f
∂qi

hi = 0

⇒ λ̇ =

∂f
∂σij

Eijklε̇kl
∂f
∂σij

Eijklrkl +
∂f
∂qi
hi

塑性应变率：ε̇pij =
∂f

∂σpq
Epqmnε̇mn

∂f
∂σpq

Epqmnrmn+
∂f

∂qm
hm
rij =

∂f
∂σpq

Epqmnrij
∂f

∂σpq
Epqmnrmn+

∂f
∂qm

hm
ε̇mn
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

切线刚度
应力应变微分关系

σ̇ij = Eijkl(ε̇kl − ε̇pkl) = Eijkl

(
ε̇kl −

∂f
∂σpq

Epqmnrkl
∂f

∂σpq
Epqmnrmn +

∂f
∂qm

hm
ε̇mn

)

=

(
Eijklε̇kl −

∂f
∂σpq

EpqmnEijklrkl
∂f

∂σpq
Epqmnrmn +

∂f
∂qm

hm
ε̇mn

)

=

(
Eijklε̇kl −

∂f
∂σpq

EpqklEijstrst
∂f

∂σpq
Epqmnrmn +

∂f
∂qm

hm
ε̇kl

)

=

(
Eijkl −

∂f
∂σpq

EpqklEijstrst
∂f

∂σpq
Epqmnrmn +

∂f
∂qm

hm

)
ε̇kl
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

切线刚度

切线刚度张量

Eep
ijkl =


Eijkl λ̇ = 0

Eijkl −
∂f

∂σpq
EpqklEijstrst

∂f
∂σpq

Epqmnrmn +
∂f
∂qm

hm
λ̇ > 0
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

相关塑性流动

正交流动：ε̇pij = λ̇ ∂f
∂σij

令：q̇i = −λ̇hi → −λ̇Hij
∂f
∂qj

塑性流动

λ̇ =

∂f
∂σpq

Epqmnε̇mn
∂f

∂σpq
Epqmn

∂f
∂σmn

+ ∂f
∂qm

Hmn
∂f
∂qn

ε̇pij =

∂f
∂σpq

Epqmn
∂f
∂σij

∂f
∂σpq

Epqmn
∂f

∂σmn
+ ∂f

∂qm
Hmn

∂f
∂qn

ε̇mn
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

相关塑性流动

切线刚度：

Eep
ijkl =


Eijkl λ̇ = 0

Eijkl −
∂f

∂σpq
EpqklEijst

∂f
∂σst

∂f
∂σpq

Epqmnrmn +
∂f
∂qm

Hmn
∂f
∂qn

λ̇ > 0

此时切线刚度张量满足主对称性。
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

相关塑性流动

正交流动：ε̇p = λ̇∂f(σ,q)
∂σ

塑性流动 
λ̇ =

∂f
∂σ

:E0:ε̇
∂f
∂σ

:E0:
∂f
∂σ

+ ∂f
∂q ·H· ∂f

∂q

ε̇p =

(
∂f
∂σ

:E0:
∂f
∂σ

∂f
∂σ

:E0:
∂f
∂σ

+ ∂f
∂q ·H· ∂f

∂q

)
ε̇

切线刚度：

Eep =

E0 λ̇ = 0

E0 −
(E0:

∂f
∂σ )⊗(E0:

∂f
∂σ )

∂f
∂σ

:E0:
∂f
∂σ

+ ∂f
∂q ·H· ∂f

∂q
λ̇ > 0

此时切线刚度张量满足主对称性。
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

非相关塑性流动

非正交流动：ε̇pij = λ̇ ∂ f̃
∂σij

令：q̇i = −λ̇hi → −λ̇Hij
∂ f̃
∂qj

塑性流动

λ̇ =

∂f
∂σpq

Epqmnε̇mn

∂f
∂σpq

Epqmn
∂ f̃

∂σmn
+ ∂f

∂qm
Hmn

∂ f̃
∂qn

ε̇pij =

∂f
∂σpq

Epqmn
∂ f̃
∂σij

∂f
∂σpq

Epqmn
∂ f̃

∂σmn
+ ∂f

∂qm
Hmn

∂ f̃
∂qn

ε̇mn
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

非相关塑性流动

切线刚度：

Eep
ijkl =


Eijkl λ̇ = 0

Eijkl −
∂f

∂σpq
EpqklEijst

∂ f̃
∂σst

∂f
∂σpq

Epqmn
∂ f̃

∂σmn
+ ∂f

∂qm
Hmn

∂ f̃
∂qn

λ̇ > 0

此时切线刚度张量不满足主对称性。
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

非相关塑性流动

非正交流动：ε̇p = λ̇∂ f̃(σ,q)
∂σ

塑性流动 
λ̇ =

∂f
∂σ

:E0:ε̇
∂f
∂σ

:E0:
∂ f̃
∂σ

+ ∂f
∂q ·H· ∂ f̃

∂q

ε̇p =

(
∂f
∂σ

:E0:
∂ f̃
∂σ

∂f
∂σ

:E0:
∂ f̃
∂σ

+ ∂f
∂q ·H· ∂ f̃

∂q

)
ε̇

切线刚度

Eep =


E0 λ̇ = 0

E0 −
(E0:

∂f
∂σ )⊗

(
E0:

∂ f̃
∂σ

)
∂f
∂σ

:E0:
∂ f̃
∂σ

+ ∂f
∂q ·H· ∂ f̃

∂q

λ̇ > 0

此时切线刚度张量不再满足主对称性。
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弹塑性模型 多维弹塑性模型

塑性理论总结

 1/6/2009 

 3  

D. Formulate real world problems, create simplified models, solve, and evaluate 

the  results  

E. Justify, interpret, and critique results of numerical solution 

GRADING POLICIES 

Three assignments and a term project will serve as out of class learning activities 

and course summative assessment. A complete description of assignments and the 

project is/will be available on the course webpage at https://uwangel.uwaterloo.ca . 

Following is the course marking scheme: 

Assignment 1:  25% 

Assignment 2: 25% 

Assignment 3: 25% 

Project report: 20% 

Presentations: 5% 

 

COURSE CONTENT 

The following diagrams describe schematically the course contents and their 

interrelations. The orange circles identify the concepts, blue circles overlap show 

their mathematical representation, the mathematical form of theory is at the centre 

of the blue circle, and topics discussed (problems solved) are shown around circles.  
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损伤力学模型 弹塑性损伤模型简介

弹塑性损伤本构关系

一维弹塑性损伤本构关系 (回顾)

σ = (1−Dct)E0(ε− εp)

考虑拉压过渡的损伤变量

Dct = H(σ)dt +H(−σ)dc

Heaviside 函数

H(x) =

{
1 , x ≥ 0

0 , x < 0
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损伤力学模型 弹塑性损伤模型简介

弹塑性损伤本构关系

多维弹塑性损伤本构关系表达式

σ = (1−Dct)E0(ε− εp) → σ = (I− D) : E0 : (ε− εp)

定义有效应力
σ = E0 : (ε− εp)

有
σ = (I− D) : σ

核心任务：寻求损伤张量 D 和塑性应变 εp 的表达形式和演化规律。
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损伤力学模型 弹塑性损伤模型简介

混凝土的损伤机制

若不考虑高静水压力作用下的压碎性破坏，则可以认为：混凝土材料的损伤和破坏源于
两种基本的物理机制，受拉损伤机制和受剪损伤机制。受拉损伤机制代表了混凝土材料
各相组分之间的受拉分离。经典的最大拉应力（拉应变）断裂准则即认为材料破坏是由于
受拉损伤机制所致。受剪损伤机制则代表了混凝土材料各相组分之间内粘接力的破坏。

在受拉为主的应力状态下（如单轴受拉、双轴受拉等）、球量空间内，混凝土损伤由
受拉损伤机制控制，采用受拉损伤变量d+描述，其对应的应力状态用σ+表示。
在受压为主的应力状态下（如单轴受压、双轴受压等），由于在偏量空间内不存在拉
应力，混凝土损伤由受剪损伤机制控制, 采用受拉损伤变量d−描述，其对应的应力
状态用σ−表示。

同时考虑 d+ 和 d− 所建立的损伤模型称为双标量损伤模型。由于其较为全面地描述了
混凝土的非线性特性，所以目前此类模型已成为混凝土非线性分析所采用的标准模型，
且对应的简化模型已写入《混凝土结构设计规范》（GB50010-2010）。
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损伤力学模型 弹塑性损伤模型简介

弹塑性损伤本构关系

为了描述拉、压应力状态，引入有效应力正负分解：

σ = σ+ + σ−

有效应力正负分解二维图示

任晓丹 (同济大学建筑工程系 www.renxiaodan.com ) 第四讲：混凝土多维受力本构关系 March 26, 2020 52 / 61



损伤力学模型 弹塑性损伤模型简介

弹塑性损伤本构关系

引入四阶投影张量

σ+ = P+ : σ , σ− = P− : σ

四阶投影张量满足单位分解

P+ + P− = I

利用投影张量将四阶损伤张量投影到标量空间

Dct = H(σ)dt +H(−σ)dc → D = d+P+ + d−P−
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损伤力学模型 弹塑性损伤模型简介

弹塑性损伤本构关系

多维损伤演化：能量等效应变

能量等效应变驱动损伤演化{
d+ = g+(εe+)

d− = g−(εe−)

一维损伤演化

dct =

{
1− ρctn

n−1+xn , x ≤ 0

1− ρct
αct(x−1)2+x , x > 1
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损伤力学模型 弹塑性损伤模型简介

弹塑性损伤本构关系

塑性应变演化：有效应力空间塑性力学（参阅论文、教材等）
经验塑性模型 

ε̇p = ε̇p+ + ε̇p−

ε̇p+ = f+p ε̇
e+ = f+p E−1

0 : ˙̄σ+

ε̇p− = f−p ε̇
e− = f−p E−1

0 : ˙̄σ−

其中，塑性发展函数

f ±
p = f ±

p (ḋ
±, d±) = H(ḋ±)ξ±p (d

±)n
±
p
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损伤力学模型 实用损伤模型

实用损伤本构关系

考虑损伤本构关系
σ = (I− D) : E0 : ε

表征退化后刚度的割线刚度张量定义为

Esec = (I− D) : E0 = (I− d+P+ − d−P−) : E0

在二维受力状态下，对于各向同性材料，其初始弹性刚度张量可以写为如
下矩阵形式

[E] =
1

1− ν20

 E0 E0ν0 0
E0ν0 E0 0
0 0 (1− ν20)G0


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损伤力学模型 实用损伤模型

损伤本构关系矩阵表示
由于正负分解在正负方向上的不连续性，对于不同的受力状态，损伤表达
式的矩阵表示并不相同，主应力空间表达式为：

双轴受拉(σ1 > 0 , σ2 > 0){
σ1
σ2

}
= (1− d+)

{
σ1

σ2

}
双轴受压(σ1 ≤ 0 , σ2 ≤ 0){

σ1
σ2

}
= (1− d−)

{
σ1

σ2

}
双轴拉压(σ1 > 0 , σ2 ≤ 0){

σ1
σ2

}
=

{
(1− d+)σ1

(1− d−)σ2

}
=

[
(1− d+) 0

0 (1− d−)

]{
σ1

σ2

}
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损伤力学模型 实用损伤模型

损伤本构关系矩阵表示

不考虑塑性变形，有效（主）应力表达式{
σ1

σ2

}
=

1

1− ν20

[
E0 E0ν0
E0ν0 E0

]{
ε1
ε2

}

损伤演化函数

d± =

{
1− ρ±n

n−1+xn , x ≤ 0

1− ρ±

α±(x−1)2+x , x > 1

其中

x =
εe±

ε±
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损伤力学模型 实用损伤模型

损伤本构关系矩阵表示
能量等效应变表达式

双轴受拉 (σ1 < 0 , σ2 < 0)

εe+ = −

√
1

1− ν20
(ε21 + ε22 + 2ν0ε1ε1) , εe− = 0

双轴受压 (σ1 ≥ 0 , σ2 ≥ 0)

εe+ = 0

εe− =
1

(1− ν20)(1− αs)
[−αs(1 + ν0)(ε1 + ε2)

+
√

(ε1 + ν0ε2)2 + (ε2 + ν0ε1)2 − (ε1 + ν0ε2)(ε2 + ν0ε1)
]
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损伤力学模型 实用损伤模型

损伤本构关系矩阵表示

能量等效应变表达式
双轴拉压 (σ1 ≥ 0 , σ2 < 0)

εe+ = −

√
1

1− ν20
ε1(ε1 + ε2)

εe− =
1

(1− ν20)(1− αs)
[−αs(1 + ν0)(ε1 + ε2)

+
√

(ε1 + ν0ε2)2 + (ε2 + ν0ε1)2 − (ε1 + ν0ε2)(ε2 + ν0ε1)
]
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损伤力学模型 实用损伤模型

结束

更详细的知识在弹塑性力学、损伤力学等课程.

Find more: http://www.renxiaodan.com/
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