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约束条件

不包含在弱形式中，须（额外）满足的条件，比如：
位移约束、接触位移，薄板（浅梁）问题、不可压
缩，等等……



约束条件的引入

Find min ( )iu

Subjected to ( ) 0j iC u  in/on 

某些约束条件可以通过合理划分网格、合理引入插值函数
或者合理耦合某些节点自由度的方式直接引入，其实质是
基于网格和插值函数的构造使得原弱形式包含了约束条件。
该方法局限性较强，只能适用于某些约束条件，同时会干
扰网格划分的过程。



约束条件的引入

Find min ( )iu

Subjected to ( ) 0j iC u 
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2

)i i j i j iC u C uu u


    

in/on 

α为罚数，一般取为大值正整数，再结合

考虑约束条件的弱形式 ( ) ( )d( ) 0j i j ii C u C uu    

** 0 

罚函数法使用简单，不增加附加变量，所得泛函仍然满足驻值条件，但是
只能得到近似解，且罚数的取值也需要一定技巧。



以位移约束条件为例
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以位移约束条件为例
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置大数法

置0-1法……

常规有限元法得对
角矩阵，来源于插
值函数的delta性质。
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被动罚函数泛函
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约束条件（不论主动被动）须能够被有限元解空间涵盖，
否则将引起锁闭（locking）问题！



约束条件的引入

Find min ( )iu

Subjected to ( ) 0j iC u 

拉格朗日乘子法 *( , ) ( ) ( )dj ji j i iu u C u     

in/on 

根据约束驻值原理，有泛函变分 * 0 

考虑约束条件的弱形式 ( )d( ) 0( )dj j ii i j jC uu C u      



以位移约束条件为例

Find min ( )iu

Subjected to i iu u on u
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以位移约束条件为例
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不是方阵，不可逆。



以位移约束条件为例
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以位移约束条件为例

     , d

( )

d + d

d 0

u

u

s
i ij j i i i ij j i

i i i

ij j iu n b u

u

t u n

u

   









     

   

 





, + =0 in    =0  on 

=0  on   

ij j i ij j s

ui

i

iij jn

b n t

u u







 

  



d d

          d= d

d

+ d

u

s

u

u

ij ijkl kl i ij j

i

j ij i

j ij ii i i

D u n

u

n u

u t n ub





   

 

 





 

 

 

 

 

 

  

d + d d

          = d + d d

u u

s u

ij ijkl kl i i i i

i i i i i i

D u u

u b u t u

    

  

  

  

  

  

  

  



以位移约束条件为例

u Na

d d

          d= d

d

+ d

u

s

u

u

ij ijkl kl i ij j

i

j ij i

j ij ii i i

D u n

u

n u

u t n ub





   

 

 





 

 

 

 

 

 

  

 
T

      
  
K K K a P K u

T d
u




 K n DBN



约束条件的引入

拉格朗日乘子法的若干评论:

• 通过拉格朗日乘子法，可以构造满足各类约束条件的弱形式；

• 拉格朗日乘子法将泛函极值问题变为驻值问题，可能会带来求
解的困难；

• 常规拉格朗日乘子法所得方程包含基本变量u与附加变量λ，需
要对二者分别构造插值；

• 拉格朗日乘子法所得方程耦合度较高，稀疏性较差，且主对角
线上存在零元素；

• 可以通过解析求解泛函变分表达式，识别拉格朗日乘子λ与基本
变量的关系，再基于该关系构造修正泛函。该方法构成了广义
变分原理的理论基础。



广义变分原理
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 由胡海昌（Hu 1954）和鹫津久（Washizu 1955）分别独立提出。
 泛函中位移、应变与应力各自独立，平衡、协调、边界条件均直接包含。
 钱伟长（1964）最先发现可以由拉格朗日乘子法建立。
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广义变分原理
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 由Hellinger与Reissner提出。
 泛函中位移与应力各自独立，应变须根据本构关系由应力求出。
 适用于构造位移与应力分别插值的有限元格式（卞学璜-Piann），

称为混合/杂交格式（mixed/hybrid formulation）。
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广义变分原理

 最小余能原理。
 可基于虚应力原理直接推导得到。

分部积分，考虑平衡方程 , 0ij j ib  
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各类形式流程图

强形式流程图



各类形式流程图

基本势能变分原理流程图



各类形式流程图

Hellinger-Reissner变分原理流程图



各类形式流程图

Hu-Washizu变分原理流程图
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今天就到这里，

明天的事儿明天再说！
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